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SUIVIES 



D'UN RECUEIL DE THÉORÈMES 

ET DE PROBLÈMES; 



Par J.-G. GARNIER , 

Ancien Professeur à l'École Polytechniqae , Docteur de la 
Faculté des Sciences à l'Université Impériale , et Instituteur ' 
à Paris. 

SECONDE ÉDITION. 



L^Arithmëti^e et la G^omëtrie sont . 
les deux ailet des Mathématiqoes. 



PARIS, 



Chez COURCIER , Imprim.-Libraire pour les Mathématiquef^ 

quai des Augustins, n^ 67. 
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Ouvrages de M. GARNIER, qui se trouvent chezM.CoVRCiER, 
imprimeur ^ Libraire pour les Mathématiques, quai des 
Augustins i 71* 57. . 

Traité d'Arithmétique à l'usage des Elèves de toat âge , seconde 
édiiion , vol. m-8<>. 1808. Prix , a f. 5o c. 

EUmens d'Algèbre ^k l'usage des aspirans à TEcole Polytech- 
nique, seconde e'dftion , " i vol in-8®, 5f. 

Seconde section de l'Algèbre , deuxième e'dition , la première 
ayant para format iu-4°. 4 ^* 

liCS Réciproques dé' là ' Géométrie , suivies d'un recueil de 
Théorèmes et de Problèmes ^ seconde édition, avec la 

: planches, . 5f. Soc, 

Çlémens de Géométrie analytique , ouvrage de 3po pages ,. 
I vol. in-80 , avec 9 planches , 4 ^ 

Recherches analytiques consignées dans un ouvrage sur la courbe 

trisectrice , faisant avec l'ouvrage i vol. in-S^, avec 3 planches , 2 f. 5o c. 

jyotes sur l'Algèbre de Bezout , faisant avec l'algèbre i vol. 
iti-80, ^ 5f. 

JYotes sur le premier volume de P Algèbre dEuler ; le se- 

' coâd volume contient les notes du sénateur La grange ^ laf. 

Ouvrage sur le Compas dé proportion, suivi d'un Traité de 
ia 'diyisiort des champs, inia, iiù.5oc.t 
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JL HÇORÈMË. Toutes Us fois que deux lignes êrtdiàs se cou^ 
pent, les angles opposés au soniiriet sont égaux.' (.GèamyLiy, I^ 
Pfoposit. V , Théor.) 

Réciproque. Si quatre droites OA ^ OC, OB , OD, çw/ Fig. t. 
aboutissent à un même point O, sont disposées, de manière que 
,les angles of^osés au sommet (^) soient égaux , ces quatre 
lignes formeront deux droites. 
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(*) Par angles opposés au sommet , il faut enteodre ici deux aogleS' 
qui y ayant même fommet; n'ont pai de c6(é coinmqti. ' 
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^tt l'angle AOC=BOD, et Fangle AOD=BOG: on 
aura 

' AOC+A0D=BOP + BOC; 

mais la somme des qitatre angles formés autour du point O , 
est égale à quatre angles droits ; donc BOD -f- BOC vaut deux 

droits ; donc CD est une lignç ^oite. La somme. 

AOC + AOD ou son égale BOI> + AOD vaut aussi deux 
droits; donc aussi BA est une ligne droite. Donc ^ etc. 

CorqjUaire. Si la ligne AOB ctfit droite ^ et si Fangle 
AOC = BOD, k ligne COD sein paneillenteat droite. 

PROPOSITION II. ^ 

Théorème. Si d'un point pris dans f intérieur d^un triangle, 
on mène des droites aux extrémités d'un même côté , la somme 
de ces droites sera moindre que celle des côtés enveloppons, 
(Géom. Proposit. IX.) 

Réciproque. Si la somme des droites qui joignent un point 
pris dans le plan d^un triangle,, avec les extrémités d'un côté, 
est moindre que celle des deux autres côtés ou des côtés en-- 
"&• ^« veloppans , ce point est intérieur au triangle. 

Cette réciproque n'est pas vraie. Ëo effet , soit O un point 
intérieur; en menant BO et CO, on a BO+CO<BA-f AC ; 
faisons les angles BCO' = OBC , 0'BC=BCO : les triangkts 
BOC etBO-C seront égaux, donc BO' + CO'=rBO+ CO, et 
pacoDonéfOtfiit B0^-H0^C<BA^AC. Donc» etc. 

PROPOSITION III. 

■ • ■ ; ■ • 

Théorème. Si deux triangles sont teh, que deux côtés du 
premier soient égaux à deux côtés du second, et qu'en même 
temps t angle compris par les premiers, soit plus grand que 
l'angle compris par les seconds , le troisième côté du premier 
triangle est plus grand que le troisième côté du second. 

(Géom. Prop. X.) ' 
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UVRE 1 S 

Réciproque. Si deux triangles sont tels, quê deuxcétés d^> 
premier soient égaux à deux côtés du second, et qu'en même 
temps le troisième côté du premier soit plus grande que le 
troisième côté du second, ïangle opposé à ce côté daps le 
premief triangle , sera plus grand que t angle opposé à ce mêfne 
tête dans le second triangle* 

En effet, soient A6±srlNE:, BCtsET, AC>DPi, je disette Fi£< 3. 
Fangle B est {dos gtafid quefàngle E. Oar, s Vangle B^ étiit 
égal à Tan^a E, le» tdangles ABC, DEF sandeot égpux» et 
par coâséqtreAt AC serait égal à DP, ce qni est contre rby*- 
pothèse. Si l'angle B était plus petit que Tangle E , AC se- 
rait plus petit que DF , en trerta de la directe , ce qui est 
encore contre l'hypothèse; donc Fangle B est plus grand, que 
Tan^e E. Donc^ etc* 

fROPO^ÎTlOiriV. 

Théorème. La ligne menée du sotnntét ^un triangle isos^ 
eèleau milieu de sa base, est perpendiculaire à ceUe base , et 
divise Parole du sMMet en deux parties égales. ( Géoni. 
Pwp. yil, Schoï.) 

Réciproque. Si une ligne est perpendiculaire sur tun des 
côtés d^un triangle, et qvkelle divise t angle opposé eh deux 
parties égales, elle passera par le ndUeu de la base, et le 
triangle sera isoscèle* 

Soit AD oette perpendicolake : d'après ka conditions é^on- pi„ a 
cées , BDA = ADC , BAD = PAC ; donc les deux t^ianglçs 
BAD> DAC scHAt ^ganx , comiii^e i^yent un côté égid adjacent 
âdeux angles égaux chacHii 4 chacaa; donc PC^l^B et 
BA=sAG« Donc^ etc. 

PROPOSITION V/ 

• ■ ■ - . 

Théèfréme. Si ttun point sHué iars d'une droite , an mène une 
perpendiculaire sur cettjs droite et différentes ^li^ueê à d^érens 
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points de cette même droite , la perpendiculaire sera plus courte 
que toute oblique. (Géom. Prop. XVI, lliéor. i°.) 

Fig. 5. Réciproque. La plus courte des lignes que ton puisse me- 
ner à une droite, d*un point situé hors de cette droite , est 
la perpendiculaire à cette. droite. 

Soit AB la plus courte des lignes que l'on puisse mener du 
point A à' la droite D£. Si AB n'était pas une perpendicu- 
laire à D£y on pourrait en abaisser' une telle que AC. On 
aurait 9 en .vertu de la. direct^, AC-^AB, ce qui est contre 

l'bjrpothèse ; donc AB est perpendicula^çe à D£. Donc, etc. 

% 

PROPOSITION VI. 

Théorème. Deux obliques qui s*écartent également de la 
perpendiculaire , sont égales. (Ibid. Théor. a"".) 

Fig. 5. Réciproque. Deux, obliques égales s'écartent également de 
la perpendiculaire. 

Soient ACz^AF et AB perpendiculaire à DE , je dis -que 
CB == BF. La ligne par sapport à laquelle les écartemens bC, 
BF serpnt égaux > doit, diviser également l'angle CAF. Si la 
perpendiculaire AB ne divise pas l'angle CAF- en deux par- 
ties égales , soit AKla ligne qui opère cette division. Les angles 
AKC^ AKF seraient égaux; donc la ligne AK serait perpen- 
diculaire à DE. Donc ce ne peut être que par rapport à la 
perpendiculaire que les écartemens CB, CF seront égaux. 
Donc, etc. 

Corollaire. De là il suit que deux triangles rect^gles qui 
ont rbypoténiise égale et un côté de l'angle droit égal , sont 
égaux. Gar ctq pourra tonjoiirs'lés concevoir disposés comuid 
le sont les triangles ABC > ABF.' 

* 

IPROPOSITIO-N V-II. 

•'■■''•'.■ 
Théorème. Be.deux obliques qui s'écartent inégalement de^ 

là j»rpueii0lUfêrv$Se'qm^ écarte U'plus sera lafplus 
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' ^éciproqja&;,' D\e deux obliques ,iaégedes , ta plus longue 
s^ëcarte le pkis- de la perpendiculaire. . < 

Soient AB porpendicnlàire à DE y et AG > ÀE , je dis que Fîg. 5. 
.ron a BG > BF. Car si Ton pouyait ayoir BGssBF, on aurait 
AG = AF, ce qui est contre l'hypothèse. Si Ton avait 
BG <;BF , on conclurait AG<^AF , ce qui est encore contre 
l'hypothèse ; donc BG > BF.Donc , etc. 

PROPOSITION VIII. 

* ■ • ■ 

. Théorème. Une droite perpendiculaire sur le jpilieu d'une 
autre , a tous ses points à égales distances dess deux extré^ 
mités de ceUe-^ci. (,Géom. Proposit. XVII,. l^). 

' Récîprôqne. 5» 'une droite a dieux d^ isespomts égdtiment 
dis tans des deux extrémités Hvtne àa^e^ droite , elle eut per- 
pendiculaire sur le milieu de celle-ci. 

Car cette droite a deux de ses points communs avec la per-^ 
pendiculaire. élevée sur le milieu d'une ligne. Donc „ etc. 

PROPOSITION IX. 

. Théorème. Tout point situé hors de la perntûdicuTaire 
élevée sur le milieu dune droiie, est inégalènient' distant des 
deupc extrémités de cette droite. ( Ihid. a®. ) 

- Réciproque. Si un point est inégalement distant des deux 
extrémités d'une droite^ il est situé hors de la perpendicu-^ 
laire élevée sur le milieu de cette droite. 
f Cai: , s"û éisûJi sur cette perpendiculaire , il serait égale- 
ment distant des deux extrémités de la droite. Donc, etc. 

. PROPOSITION X. 

Théorème, :2>ekr triangles rectangles sont égaux ^ lorsqu'ils 
ont deux côtés égaux chacun à chacun. (Géom.Prop. XVIII.) 

Réciproque. Si.dtijM triangles sont égaux, comme ayant 
deux côtés égaux chacun à chacun > ils sont rectangles. 
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Car 6'ik ne Tétaîeirt pui , il t'ènsuivrAît q^e âenx tnangies 
obliquangles ayant deux.odtés égaux chacun 4 chacun, ser- 
raient éfftax,'ét on akit que» pour ces triangles, pnft'a pas 

ce caractère d'égdké. Doue, etc. 

' • ■ » ■ 

PROJPOSITION XI. 

Théorème. Dans un triangle équitatéral, tous les angles 
sont égaux. (Géom. Pïbp^ XX, Con Y.) 

Ré'éiproq[ùe. Si dans un triangle les trois angles sont égaux, 
ce'tttttngk est é^uilatéml. 
rig. 6. En effet, pui^eG=A, (m^AB=:BG (Géosn. Propo- . 
^: XSli.); fie même , à dause de B =sC» on a AC=:AB ; 
don^ ADssBCssAG. DonCi etc.. 

PHOPOSITION XII. 

^Théorème. L'ungh extérieur auri triangle est égal à ta 
somme des deux intéfi^rsopposés.lGéom. Prop. XX, Cor. YI.) 

ji^.' -j. Réciproque. Si un, angle situé hors d'un triangle, a pour 
^6té l'un de ceux du irigngle, et s*il voiU la somme des deux 
angles intérieurs , l'un gdjatént ^ Vautre opposé à ce côté, il 
aura pour second côté le protangèment du côté agacent à tun 
des angles et opposé à l^ùUtfé , c'est-à-dire iju' il sera exté-- 
rieur au triangle. 

Car, la somme ACB-4-B+A étant égale à deux angles * 
droits, il en est de mé^e de lasoUime BCD<f-BCA* donc 
la ligne ACO est droite. Donc, etc. 

PROPOSITION XIII. 

Théorème. Deux parùllèhs sont partoui également dis-' 
tantes. (Géom. Prop. XXYII.) " - 

Réciproque. Si deux lignes sont pittUut également dis-- 
tantes, elles sont parallèles. 
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LIVRE I. 7 

Car, soient J^ , CD deux lignes partout également dis- 
tantes, é'est-a-dire , soit PQ=RS,*^ et ftS étant deuxrig. S. 
perpendiculaires abaissées de deux points quelconqties P et K 
de AB sur CD : menons la ligne Q& ; les triangles PQR , 
QRS sont égaux ; donc Tangte ÏPtlQ ;=ilQ^; donc les droites 
AB, CDâOBt péraUèles. Doee» %tt. 

.PROPOSITION XIV. 

TIléértÀe. JLes côêéé èê lëà ûnglêi oppt^èsd'tm paràlléto^ 
gramfkè , ièHI égauàô, ( Ôéom. Prop. XXIX ^ Tbéor. ) 

BicîprQque. Si, dans un quadtilatère ^ les cdtësètleS angles 
apposés sontéj^aux, cette Jigute est un paràUêtôp^ùMhe: 

1^ Lès càtés* opposés étant égaux, les Atxxi. m^n^èâ t!Ù% , 
BDÀ sont égaux; donc les angles CBD et ÂDA sont égaùiC, et 
BC est parallèle à DA ; on démontrerait de même q[uê AB et 
DC sont parallèles. 

a^ Soit ABCD un quadrilatère dans lequel on ait Tangle 
Ar=C, étrangle B==£>;0]iauracoiidéqt]enftmetttA+]^G-fï>. fig. ^ 
La somme des angles mtériemm d'tfn qdadlilatèi^ étant égalé i 
quatre droits, la somme A 4^ B est égale à deux aagles drofts} 

donc les lignes BC , AD sont parallèles. On a aussi 

A+D=B+C; donc les lignes AB, DC sont parallèles; 
donc ABCD est un parallélogramme. Donc, etc. 

PROPOSITION XV. 

Théorème. Dans tout parallélogramme , les deux diago^ 
noies se coupent mutuellement en deux parties égales. (Géom. 
Prop. XXXII, Théor.) 

Réciproque. Si dans un quadrilatère les diagonales se 
coupent mutuellement en parties égales , cette figure est un 
parallélogramme. 

Soit ABCD un quadrilatère dont les diagonales AC , BD Fîg. ^ 
ae coupent de manière qu'on ait' AO c= OC, BO = OD : les 
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triangles égaiut AOD , BOC donnent AD = BÇ. Pareinement 
AB=CD; donc la figure ABCD est un parallélogramme. 
Donc, etc. 

PROPOSIÏIOif XVI. 

Yig, j^ Théorème. Dems tout losange , les diagonales se coupent 
mutuellement en parties égales et à angles droits. (Géom. 
Prop. XXXII , SchoL) 

Réciproque. Si les deux diagonales AC, BD iun quet- 
drilatère ABCP se coupent mutuellement en parties ^gaks et 
à angles droits , ce quadrilatère sera un losange. 

Piar la première condition de l'énoncé , la figure ABCD est 
un parallélogramme : or , en yertu de la seconde , les triangles 
AOB , BOC sont égaux et donnent AB = BC ; donc 
AB = BC=:ïCD=:AD. Donc, etc. 

Bemarques. 

Les Propositions I, Vm, XV, IX, XX, XXI, XXII, 
XXYin n*admettent pas de réciproques. La réciproque du. 
Coroll. IV, Prop. XX, est évidente. 
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PROPOSITION PREWIÈJEIE. 

J. HÉOREME. Tout diamètre divise lé cercle et sa circonfé-^ 
rence en deux parties égales, (Géom. LÏV. Il, î*rop. I.) 

Réciproque. Si une circor^érenqe est divisée en deux.pef'r, 
lies égale^^ la droite qui opère cette dwisUfn efit un diamètre,^ 

Soit AMBN une circonférepce divisée ,4tipC;iioints AetB Fig. n. 
en, deux parties égalée : si le centre n'est, pas sur la ligne AB , 
menons le diamètre AQ : en yertu de la directe ,^ AMQ serait 
une demi-circonférence ; donc la paitie ÀMQ^ serait égal^ au 
tout AMB^ ce qui est absurde; donc AB est un diamètre., 
I>OJM^3 etc. '.. V. . 

PROPOSITION II. 

Théorème. Toute corde est plus petite que le diamètre. 
(Géom. Prop.II.)» 

Réciproque. Le diamètre est la plus grande de toutes les 
cordes, 

Caiy soit AB lai plus grande de toutes: leà 'cordes :: A la 
centre O était hors 'de cette droite, par exemple, sur AQ, pj- ,,, 
le diamètre AQ serait plus grand que la corde AB. Donc^ftû. 

PROPOSITION III. 

m. ' 

Théorème. Le rayon perpendiculaire,, à une corde , 'divise 



•t ■ 



lo RÉCIPROQUES. 

cette corde et tare soutendu, chacun en deux parties égales. 
(Gim. IVep: YI , TUer.) 

Réciproque. Si une ligne diinse une corde et tare souten-- 
du^ chacun en deux parties égales , cette ligne etst un rayon 
perpendiculaire àfla cordé. 

Car elle a deux de ses points communs au rayon perpendi- 
culaire sur le milieu de la corde. Donc. etc. 

PROPOSITION IV. 

Théorème. Ûênà: iotdês égalés Joht égàletnent éloignées du 
centre. (Géom. Prop. VIII, i*».) 

Réciproque. Si deux cordes sont également éloignées du 
centre^ elles sent égqies, 
(3* Soit la droite OP perpendiculaire k la cordé AB ^ égale à 
OQ perpenditsnlaire à la tàtàt Ct> t Id» triangleà rectangles 
et égaux OPA , OQC doinieût APdtttïQj donc aAP ou 
ÀBaaCQ te CD. làcmû, «c. 

iPRpPÔSltlOS V. 

k. TUorème^ Bt deux eordei inégalot^ ks phss petitg yst h 
plus élo^fnâe du. cêrttreé Çlbid* s^O 

Réciproque. De deux cordes inégalement éloignées A< cêMte, 
la plus éloignée est là plus pètitké 

Car , si la corde AB , plus éloignée du centre que ne l'est 
' CE y était égale i la coiàe ÙÈ , Hèi détix borSés sêfÀient 
également éloignées du centre » ce qui est Contre f^pôrbèsé. 
Si kl prèoEHère «onde ÀB était plus grande qiie C£, ia conrde 
AB serait moins éloignée du centre que CE, ce qui est entore 
cÀoÂre rhypothète; àmt oit a ÀB < CE. Dbtfa, étr. 

PROPOSÏtlOlN VI. 

Théorème. La perpendiculaire menée à l'extrémité du rayon^ 
est tangente à la cisCùttférente, . (Géom. Prop. IX, Théor.) 

Réciproque. Toute tangente à la circonférence est perpen- 
diculiaire à t extrémité du rayon mené au point de contacf* 
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Soit A le pcHittde contact d'une tangente BD; menons le Fig. i3 
rayon OA; je dis que BD seça perpendiculaire i OA. Car^ 
dans le cas contraire , abaissons du centre O sur BD la pef^ 
pmidiculaire OC : cette' ligne serait plus courte que le rajon 
OA ; donc le point C serait intérieur au cercle , etBD serait 
oae sécante, ce qui est contre Thypolbèse. Donc, etc. 

Corollaire L Donc k perpendiculaire, abaissée du ceutre 
sur la tangente , aboutit au point de contact. 

Corollaire IL La perpendiculaire i la tangente , élevée au 
point ide contacti passe par le centre. 

PROPOSITION yii. 

Théorème. Deux parallèles intercepiMê sur la drcot^érenca 
des arcs égaux. (Géom. Prop. X.) 

Réciproque. , Si deux droites ihtèfcêpteHt sur la circonférence 
des arcs, égaux, elles sont p€traltèlès. 

Car, 1^ si les lignes AB; CD sont des sécantes , menons Fig. 14. 
le rayon OM perpendiculaire à AB : Tare IrtM. sera égal i '^r 
Tare MK. Par bypothj^ , aro GH =; arc KJ ; donc. ... 
arc GM = sarcJUk^ ; donc OM est , en même temps , perpen- 
diculaire à CD. Donc les sécantes AB, CD sont parallèles. ' 
Donc, etc. 

â**. SiAB est une tangente, et CD une sécante, on a, )•. 
d'après l'énoncé» arc MG=: arc MH; menons le rayon OM 
au point de contact M; la tangente AB et la sécante CD 
seront perpendiculaires à cette droite OM, et conséquem- 
ment parallèles. Donc, etc. 

3^. Si AB et CD sont deux tangentes , on a , d'après l'é^ 30. 
nonce arc MPN=arcMQN, donc MN est vfn diamètre; 
donc les tangentes AB, CD sont parallèles. Donc, etc. 

PROPOSITION VIII. 

Théorème. Si deux circonférences se coupent en deuqp points^ 
la droite qui passe par leurs centres sera perpendiculaire à lot 
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corde qui joint les points d* intersection ^ et. lo divisera en 
deux parties égales. (Géom. Prop. XI.) 
' Réciproque. La perpendiculaire sur Je milieu de la droite 

qui joint les points d'intersection de deux circonférences, passe 
par les centres. 

Car la droite quî joint les points d'intersectipa , est. une 
corde 'commune aux deux cercles. Donc, etc. 

i PJIOPOSITION IX. 

- ■ - • » 

Théorème. Tout angle se mesuf e. par ta^c décrit de son 
sommet comme centre, (Géom. Prop. XVII , Cor.) 

Réciproque. Si un angle a pour mesure tare compris entre 
Ses' ùélësTy .€on sommât esi le centre de cet arc, 
Fig. i5. Cette réciproque n'est pas yraie. En effet, soit AOB un 
ang-le an centre ayant pour mesure l'arc ANB; par A, O et 
B faisons passer une circonférence AOBM; d*un point 
quelconqu» C , menons CA , CB ; les angles AOB , ACB ins- 
crits dans la cir<:onférence AOBM et s'appuyant sur lé même 

arci aurbnt tous deux pour mesure .— — ;:doacACB=AOB; 

ortAOS a pour n^suiie' l'arc ANBjdonc^jiCjB aura la même 
mesure. Donc, etc. 

PRÔPOSiTION. X..: 

Théorème. L'angle inscrit a pour mesure' la moitié de Part 
compris entre ses c^/m. (Géom. Prop. XVflIjThéor.) 

Réciproque. Si un angle a pour mesure la moitié de l'arc 
^compris entre ses côtés , il a son sommet a ta circonférence ^ 
c'est^'-dire qu'il est inscrit, 

Lemme I. Tout angle dont le sommet est entre te centre et 
la circonférence y a pour mesure la moitié de tare compris 
entre ses côtés , pkxs la rnoitié de l'arc compris entre ces mêmes 
côtés prolongés. 
Fis. 16. " En effet, prolongeons les côtés. AB, CB de l'angle ABC 
jusqu'à ce qu'ils rencontrent la circonférence . au:^ points D, 
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E ; menons DF parallèle à BÇ. L^angle ADF sera égal à 
l'angle ABC : or , en yerta .de la; directe , 

ADF = iACE,=MÇ7hi.CF = iACrf-iPE; 

donc ABC =:iAC+-iDiE. boxïc,'étc.</ r 

Lemme IL Toutar^led&ntlè^MhmetesihondacerKJef 
a. pour mesure la différence des dkux''arcs^ ihmpfis entre sibs 

côtés. ■ •- - '■''■ ■'--'■■ ^ ■ i 4 r.-r .\-- ;:r y. ■ ^ 

Car, menons EG parallèle àBA : l'angle . ;; ^'S- '7 

CEG = iAC — i AG =1 AC— iEF : 

or ABC = GEC ; .donc ABÇ = iAC — ^EF. Donc, etc. 

Il résulte de ces deux propositions , que le sommet B de 
l'angle ABC ayant pour mesur^ la moitié de l'arc AC com- Fig. i8 
pris entre ses côtés, ne peut être que sur la circonférence' 
dont l'arc AC fait partie. Donc, etc. 

PROPOSITION XI. 

Théorème. L£S angles opposés d!un quadrilatère inscrit , 
valent ensemble deux angles droits. (Géom. Prop. XVIII , 
Cor. IV.) 

Réciproque. Si les angles opposés d^un quadrilatère , valent 
en somme deux cingles droits, ce quadrilatère est inscriptible. 

En effet, soit ABCD un quadrilatère dont les angles op- Fig. 19 
posés B et D vaillent deux angles droits. Par les trois points 
A, B, C, faisons passer une circonférence : si le point D 
pouvait n'être pas situé sur cette circonférence, il tomberait 
au^dedans ou au-dehors. Mais, dans le premier cas, la somme 
des angles B et D vaudrait plus de deux angles droits , ce 
qui est contre l'hypothèse. Dans le second cas, cette somme 
serait moindre que deux angles droits, ce qui est encore 
contre l'hypothèse^ donc le point D est sur la circox^érence. 
Donc^ etc. 
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Proposition ii. 

Théorème. Deux rectangles de même hauteur ^ sont entre 

eux comme leurs bases, (Oéom. Prop. III.) 

\ . .... 

Réciproque^ jiSi dêûpc rectangles, sont entre eux comme leurs 
' bases, ils onî même hauteur, 

Fig. 21. Soient ABCD , EFGH deux rectangle» tels que Ton ait 

ABCD :EFGH::^:EF; 

je dis que la hautçur^AD du premier «st égalera la hauteur 
£H du second. Car si £H est plus grand que AD , prenons 
EK=AD, et menons Kl parallèlement à EF. On aurait » en 
vertu de la directe , 

ABCD : EFIK :: AB : EF ; 

4 

t 

de cette proportion et de la précédente^ on déduirait 
ABCD : ABCD:: EPGH: EFIK, 

.1 

ce qui est absurde; donc EH ne peut être plus grand que AD.- 

Ui^ raisonnement absolument semblable démontrerait que EH 

* ne peut être plus petit que AD j donc EH = AD. Donc, etc. 

PROPOSITION m. 

I 

Théorème. Le'tjuarré fait sur l'hypoténuse d'un triangle 
rectangle , est égal à la somme des quarrés faits sur lès deux., 
autres cd/e.$;. (Géom.- Prop. XI , Théor.) 

Réciproque. Si dans un triangle , le quarréfait sur un des 
côtés y est égal à la^somme des quarrés faits sur les" deux autres 
côtés , l*anœle opposé à ce côté est droit, ... 

Fig. 22. Sqit ABC un Sangle dans lequel on ait AC ==AB -frl^Ci; 
4e dis que Tangle ABC est droit, En effets au point B mer 
i^QHis BD perpendiculaire à BC et égal à A^; Jqignpns^CD. 
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Le triangle CBD étant rectangle en B , donne 

CD = BD*+ BC*=: ijB*+ BC: 

or, par hypothèse, ÂC*=ÂB*4.BC ; donc ÂC == CD*^ 
d*où AC = CD. Les triangles ABC, CBD égaux, comme 
ayant tous les côtés égaux chacun à chacun, donnent Tangle 
ABC = CBD ; donc Tangle'ABC est droit. Donc, etc. 

On peut encore parvenir à la même conclusion de la ma- 
nière suivante : si AB n est pas perpendiculaire à BC , me* pj ^3, 
nons la ligne BD qui soit telle. Ayant pris BD = AB, joi- 
gnons CD : on aura 



CD = BD + BC = AB + BC. 

m 

Or, par hjrpothèse, AC = AB -f- BC ;'on conclurait donc 

AC = CD, ou AC=DC, ce qui est absurde ( Géom. 
Liv. I, Prop. X.) : doncTangle ABC est droit. ^ 

PROPOSITION IV. 

Théorème. Le quatre fait sur la diagonale d^un (juarré 
tst double du quarré fait sur le côté. ( ûéom. Prop. XI , 
Gor. IL) 

Réciproque. Si dans un quadrilatère , le quatre de la dia^ 
gonale est double du quarré d'un des côtés , ce quadrilatère 
9st un quarré. 

La réciproque énoncée de cette manière n*a pas lieu , puî&> 
c[a*en faisant le triangle ABC rectangle isoscèlé , on satisfait à 
la condition énoncée , et cependant les deux autres côtés AD fîg* 34. 
et DC restent absolument arbitraires de grandeur et de po« 
lition. 
Le cûntraire a lieu, si on l'énonce ainsi: 
Si dans un quadrilatère le quarré S une diagonale est double 

u 
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I 

du quarré d'un côté quelconque ', ce quadrilatère est un 
quarré, 

*iç. 25. Car, si l'on a AC*= aAB*, ÂC*= aBC*, AC*= aCÏÏ*, 

ÂC*= aÂ©*, on conclut AB=:BC = àD = DAj donc 

ABCD est Bn rhombe : ^r on a AC = AB -f- BC ; donc 
(Prop. III.) ]*angie B ebt droit, et il en est de mémede Tangk 
D : donc ABCD est un quatre. Donc etc. 

PROPOSITION V. 

Théorème. Le quarré de l'hypoténuse est au qmkfré d'un^ 
des côtés de t angle droit , comme t hypoténuse est au seg-* 
ment adjacent à ce côté , et déterminé par une perpendiculaire 
abaissée du sommet de l'angle droit» (Géom. Propoait. XI, 
Cor. III.) 

Fig. d6. Réciproque. Si dans un triangle ABC ^ le quarré du plus 
grand des côtés AC , est au quarré d'un autre côté AB ^ 
comme AC est au segment AB adjacent à AB et déterminé 
par la perpendiculaire BD y V angle ABC est droit. 

Nous donnerons deux démonstrations de cette proposition 
inverse. 

Soit dope AC*: AB*:: AC : AD : si Tangle ABC n'est pas 
droit^ menons au point B la ligne BK qui fasse avec BA l'anglt 
droit ABK. On aurait, en vertu de la directe , 

Jk'. âb*:: ak : ad, 

d'où 

AD = =ï X AK = -r-^. 
AK ^*^ 

Or ^ d*apiï:ès renoncé réciproque , 

._, ÂB* .^ ÂB* 
AD =: ^=j X AC = -r-^ ; 

AC ^^ 
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eu égalant les deirï: valeurs de AD, on aurait 

^ • ÏK-ÂC' *^ AK=tAC, 

ce qui est absurde : donô Van^e ABC est droit. Donc , etc« 
Autrement^ on a , d'après l'énoncé réciproque , les deux 
proportions 

AC*: ÂB* :: ac : ad 
Âc*: Bc*:: ac : dc, 

({oi deViermêBt 

AC*: AC :: ab: ad 
Âc : AC :: Bc*: dc; 

d*oà Fou dMuît cette suite de rapports ègzxnt 



AC : AC :: ab*: ad :: bc*: dc 



qui donne 



AC*+ ab + bc : ac -f. ad + dc :: ,ac : AC 

ou ::^c ; 1 

Faisant le produit dès eisctr^mes et celui des mojréns^ et les 
égalant , on trouvera 

AcV AbV BG = ÂC*Hh AD X AC + BC X AC ; 

effaçant de part et d^autre AC , puis remplaçant AD par 
AC -« DG , on obtiendra 

ÂB*+ iG*z=: Ac! 

D où Ton conclut que le triangle qui jotiit de la propriété 
énoncée , est rectangle^ 
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Tbéoreme. Les qaarrés êts dease câiês de tangl^droà sont 
entre eux, comme Us sm^mtuu de thfpatimaae ^ m^aeens â ces 
eStés. CGéoB. ftap. XI, Car. IT.) 

Réciproqoe. Si dans tut trÛKMgk, les (purrés des deaxeStés 
s/int entre eux , comme les segmens du troisième câté, détef-^ 
mimés pttr une perpem£culmre a ce coté , abaissée du sommet 
cpposé, ce triangle sera rectangle. 

Cent proposition inverse neit pas Traie. Ea effet, aoît 
ABC on triangle rectan^e : oa aBra, f après la directe, 

ti%, ^. A?: TkCll BD : DC ; or prenoM DC = DC , AC aéra 

égale k AC. Donc on anra encore AB*: AC*:: BD : DC ; 
maïs le triasse BAC était rfctangle , donc BAC ne Test pas. 
Donc, etc. La proposition directe est également Traie dans 
un triangle isoicèle non rectugjk , cobuk on pent fadlement 
iltn assurer. 

PBOPOSITIOH VIL 

Théorème. Dans un triangle ABC, si tangle C est aigu , 
te quarré du côté opposé est plus petit que la somme des 
quart éi des côtés qui comprennent l'ange C^et, si ton abaisse 
AD perpendiculaire sur BC , la différence sera égale au double 

du rectangle BC X CD; de sorte quon a'ÂBzz^ÂC ^^BC 
— tkBC X CD. (Géom. Prop. XIL ) 

Réciproque. Si , dans un triangle ABC, en abaissant la 
'*' *^ perpendiculaire AD d'une extrémité du côté opposé , on a 

111:== AC*+ BC*— aBC X CD, l'angle C est aigu. 

Lemme. Dans un triangle qui a un angle obtus, le quarré 
du côté opposé à cet angle , est plus grand que la scmune des 
quarrés des deux autres côtés. 
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En effet , toit ACB un triangle dans lequel Tangle BAC soit 
obtus ) je dis que Ton aura 

BG> Ib + JÎC. ''^' ^•• 

Car^ au point A élevons AD perpendiculaire à AB| prenons 
AD = AC^ et joignons BD : dans le triangle rectangle ABD > 
on d 

. BD*= Ib*+ ^*=: ÂS*^ Âc! 

Or de kl conùdération des triangles BAC> BA1>, il résulte 

^ BC>BD, ou BC*>BD*; donc BC*>AbVÂC. 

Occupons-nous maintenant de la démonstration de la réci- Fîg. 99. 
j proque énoncée ci-dessus. La considération de la gjrandeur 
1 déterminée du double rectangle aBG X CD étant inutile j^ 
nous nous contenterons de regarder ce double rectangle comme 
une quantité soustractiye quelconque. Cela posé , soit done 

S* < ÂC* 4- BC* 

it l'angle C pouvait être droit , on aurait AB = AC + ^^ » 
ce qui est contre l'hypothèse : s'il pouvait être obtus « on 
aurait, d'après le lemme précédent^ 

AB > ÂC* + BC\ 

do9C l'angle est aigu. Donc, etc. 
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Théorème. Dans un triangle quelconque ABC , H on mène f^^ 3^* 
iu sommet au milieu de la base^ la ligne AE \ on aura > 

AB + AC^ 2ÂE + siFE 
(Géom. Prop. XIV, Théor.) 
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Réciproque. Si on a AB + AC:=x2AE + nBE, le poim 
JE est le milieu de la base du triangle BAC. 

Cette proposition inverse n*est pas vraie. En efFet , menons 
AM perpendiculaire sur la base BC , et prenons C^Mr^CM, 

on aura AC = AC , ou AC = aC; donc 

AB*+ AC*= AB* + AC'*= 2AeV ûBE*. 

Donc le triangle ARC ainsi déterminé « jouit de la propri^t^ 
énoncée ^ sans, que sa base BC'. soit divisée en deux parties 
égales au point £. 

On voit qu'en prenant MA' = MA, «n aur^ de m^ême 
A'B = AB, et par conséquent la même propriété, satisfait 
encore au triangle CA'B^ sans que BD soit même dans Tin-* 
térieuF du triangle. 

FROPOSITJON IX 

Théorème. Dans toiU .parallélogramme , la somme des 
quarrés des côtés , est égale à la somme des quarrés des diago^ 
nabfs* (Géom. Ibid. Cor.) 

Fig, 3i, Réciproque. Si , dans un quadrilatère , la somme des 
quarrés des côtés est égale à let somme des quarrés des 'dia-* 
gonales, ce quadrilatère, est un parallélogramme. 

Nous démontrerons , d'après JEuler , que la somme dès 
quarrés des quatre côtés d'un quadrilatère, excèdei celle des 
quarrés des diagonales de quatre fois la ligne qui joint les 
milieux de ces diaganules ; à^c^il s'ensuivra que la première 
propriété caractérise le parallélogramme, et ne cibractérise 
. que lui. 

Soit ABCP uo quadril^tèce quelco^ue ; soient M et N les 
milieiix de ses diagonales. Menons les droites BM, DM ', les^ 
triangles ABC , AÇD donneront 

AB*+ BC'= aAM'V 2m* 
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et , ^^ ^ ^ ^ 

DC* + AD = aAM* + aDAI. 

Ajoutant membre à membre ces deux égalités ^ on trouvera 
^^+ BC*+ CD*+ Dr= 4AmV aBM*-f aDM* • 



-1 



Joignons MN ; le triangle BMD donnant BM 4" W^ ^^ 
,am*-f- aJÏN* il viendra 

AB + BCV CD*+ DA = AC + a (aBN + aSÏN) , 
ou . . 

ÂB + BCV CD*+ DA = AC*+ BD*4- ^N*. 



On voit par la dernière égalité, que la somme des quarrés 
des quatre côtés d'un quadrilatère , excède celle des quarrés 
des diagonales y de quatre fois le quarré de la ligne qui joint 
les milieux de ces diagonales , ce qui démontre la réci- 
proque mentionnée. 

Ce que nous venons de démontrer est encore Traî pour le 
cas où l'une des diagonales couperait Tautre eu 'son milieu* 

'PROPOSITION X. 

Théorème . La ligne qui divise un des angles tTun triangle 
en deux parties égales ^ divise le côté opposé en deux segmens 
proportionnels aux côtés {idjacens. ( Géom. Prop. XVII») 

Réciproque. Si un côtèBC d!un triangle quelconque BAC^ 
est divisé au poiht E en deux parties BE^ EC proporùon" 
nelles- aux côtés adjacens AB ^ AC ^ de sorte que ton aitTiQ.3& 
BE : EC ::AB: ACjje dis que la ligne BE divise Vangle^ *^' ^^ 
BAC en deux parties égales. 
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En effet , si la ligne A£ ne divise pas Tangle BAC en dem 

'y\„, 3o pâlies égales , soit AK la ligne qui opère cette division : on 
aurait ^ en vertu de la directe ^ BK : KG :: AB : AC : or» pai 
hypothèse , B£ : EC t: AB : AC ; donc il viendrait BE : BK 
:: £G : kg , proportion impossible , parce que le premier an- 
técédent étant plus grand que son conséquent^ le second antécé- 
dent est , au contraire., plus petit que son conséquent. Donc la 
ligne AC divise Fangle BAC en deux parties égales. Donc , etc. 
~ On p^ut parvenir d'une manière directe à la démonstration 

Tic. 32. ^® ^ même réciproque. Soit BE : EC :: AB : AC -, prolongeons 
BA , et prenons AD = AC ; joignons CD : cette droite sera 
parallèle à AE^ puisque l'on a ^ 

BE : EC :: ba : ad. 

De là il suit ^e l'angle BAE = ADC = ACD = EAC ; donc 
BAE = EAC. Donc , etc. 

PROPOSITION XI. 

Théorème. Les lignes menées comme on voudra par h 
sommet d'un triangle ^ divisent la base de ce triangle et touU 
ligne qui lui est parallèle, en parties proportionnelles. ( Géom 
Prop. XXII, Théor.) 

Ré ciproque. Si^ du sommet B d'un triangle quelconque A B 
'*g- 3î. ^^ jnène à la base A C plusieurs droites BK^ BL, BM qu 
coupent cette ligne et une autre droite DE , en parties pro- 
portionnelles , de manière que ton ait AK \ DI l ; KL \IG\\etc, 
je dis que DE est parallèle à AC. 

Car si la droite DE n'est pas parallèle à AC , menons DR pa- 
rallèle à AC ; on aurait , en vertu de la directe , AK: DO : : Kl 
: OP :: etc. De cette proportion etde l'hypothèse, on déduirait 

DI : DO :: IG : OP :: etc. ; 

d'où Ton conclurait (Géom. Liv. III. Prop. XVI) que la droite 
BK est parallèle à BL , ce qui est absurde ; donc la droite DI 
. est parallèle à AC. Donc, etc. 
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PROPOSITION XII. 

I 

Théorème. Si du sommet de Vangîe droit d'un triangle reo* 
tangle , on abaisse une perpendiculaire sur ^hypoténuse , les 
deux triangles partiels sont semblables entre eux et au triangle 
total. <Géom. Prop. XXIII. Théor. i^) . 

Réciproque. Si la perpendiculaire abaissée du sommet d^un 
triangle sur la base^ divise ce triangle en deux triangles par^ 
tiels semblables entre eux et au triangle totale le triangle total 
est rectangle» 

En eiFety i\ si les triangles ABD, DBC sont semblables , Fig. ^ 
et qae Tangle A soit égal à l'ange DBC ^ l'angle G sera égal 
a Vangîe^ DBA ; donc la somme des angles A , G > sera 
égale à ABC; donc A+C+ABG=:2ABC> et conséquemment 
Tangle ABC est droit. 

a*. Si l'on supposait l'angle A = G , le triangle ABC serait 
isoscèlè; les triangles partiels ABD , DBC qui lui sont sem- 
blables j seraient aussi isoscèles : la conclusion serait donc la 
même. 

II est visible qu'on ne peut faire l'hypothèse A = BDC , 
pnisqu'alors AB serait parallèle à BD. 

PROPOSITION XIII. 

^Théorème. Si du sommet d'un triangle rectangle , on abaisse 
une perpendiculaire sur l'hypoténuse , chaque côté de l'angle 
droit est moyen proportionnel entre l'hypoténuse et le segment 
adjacent. (Géom. Ibid, â*.) 

Réciproque. Si du sommet B d'un triangle , on abaisse une 
perpendiculaire sur la base , et que chacun des côtés adjacene 
au sommet B , soit moyen proportionnel entre la base et leseg^ 
ment contigu au côté , le triangle sera rectangle enB. 

De la proportion AD : AB :: AB : AC , on conclut que les 
triangles ABC, ABD qui ont l'angle A commun, sont sem- f jg. ^ô. 
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blables ; donc , en yertu de la réclpro^e précédente ^ Tangle 
ABC est droit. 
La i|iême concluéion se déduirait de Ia> prôportiott» 

CD : CB :: cb : ca. 

Done, etc. 

PROPGSmQN» xiv: 

Théorème. Si du sommet de l'angle droit d^un triangle rec" 
tangle , on abaisse une perpendiculaire sur l'hypoténuse ; cette 
perpendiculaire est moyenne proportionnelie entre les deucv seg- 
nums de l'hypoténuse. ( Gécfai. Propi XXUi , Théor. 3^. > 

Fig. 36. Réciproque. Si la perpendiculaire BD^abaissée du sommet 
d'un triangle ABC sur la hase AC , est moyenne propor- 
tionnelle entre les deux segmens AD et CD de la base , le 
triangle ABC est rectangle en B. 

On a en même temps 

BD = AD.DC, BD*==AB*— AD* rô'==BC--D€': 

donc 

AD.DC = AB—1^\ AD.DC = BC*— DC*, 

d*où résultent ces égalités 

AD.AC = ÂB*, DC.AC = 5c', 
doat Taddition donne 

V ÂC*= AB V BC": 

donc le triangle ABC est rectangle en B» Donc etc. 

PROPOSITION XV. 

Théorème. Deux triangles qui ont un angle égal sont entre 



LIVRE IIL 27 

eux comme les rectangles des cotés qui comprennent Fàngle 
égal. (Géom. Prop. XXIV. Théori) 

Réciproque. Si deux triangles sonjt enfre eux comme les 
rectangles de deux de leurs côtés , les angles compris par les 
côtes sont égaux, * 

Cette proposition n'est pas vrme : car soient ABC , DB£ Fig. 34. 
deux triangles tels que l'on ait 

ABC : DBE :: ba x bc : bd x be. 

prolongeons AB , et prenons BK=BD : le rectangle BE X BK 
sera égal au rectangle BD X BE , et l'on aura 

ABC : EBK :: BA X B€ : BE X BKu 

Donc la réciproque n'a pas lieu en général ; mais remarquons 
que si l'angle ABC était droite l'angle EBK lui serait égal> 
et alors la réciproque serait vraie. 

PROPOSITION XVI. 

Théorème. Deux triangles semblables sont entre eux comme 
les quarrés de leurs côtés homologues. (Céom. Prop. XXV.) 

Réciproque, Si deux triangles sont entre eux comme les 
quarrés de leurs côtés respectifs , ils sont semblables. 

Soient ABC, DEF, deux triangles tels qu'on ait : Fig, 35, 

ABC : DEF :: âb : de* 
ABC : DEF :: ac : df 
ABC : DEF :: bc*: ep* 

« 

{te ces proportion on déduit 



AB : PE :: ac : df :: bc : ef. 



L. 
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d'où 

AB : DE :: ac : df :: BC : ef. 

Donc les triangles ABC, DEF sont semblables. Donc^ etc. 

PROPOSltlON.XVII. 

Théorème, lies contours des polygones semblables sont en^ 
eux comme les côtés homologues. ( Géom. Prop. XXVIL 
Thèor.) 

■ 

Réciproque. Si les contours de deux polygones sont commm 
leurs côtés homologues^ ces polygones sont semblables. 

Cette réciproque na pas lieu. Pour le démontrer, soient 
Pig. 36. P et Q deux polygones dont les contours soient entre eux 
comme les côtés ^ c'est-à-dire, tels que l'on ait 

ABCDE : abcde :: AB : ai 
ABCDE : abcde :: BC \ hc 
ABCDE : abcde :: CD : cd , 

et ainsi de suite. 
\ Toutes ces données se réduisent évidemment à celles-ci : 

AB : ai :: BC : ic :: CD : crf, etc. : 

or divisons les côtés du polygone ABCDE en deux parties égales^ 
et soit , par exemple , F le milieu de BC. Faisons l'angle FCI non 
égal à BCD ; prenons CI = ^ DC , et par le point F menons une' 
droite de direction telle qu'en prenant FG:=:|ABy on ait 
CI < ^ AË -(- i DE. Cette condition étant remplie , des pointa 
G et I comme centres avec des rayons égaux à \ AE et yDE, 
on décrira deux arcs qui se couperont en H : le polygone 
CFGHI aura ses côtés proportionnels à ceux du premier poly« 
gone , et ne lui sera pas semblable ; pnisqail y a , d'après sai 
construction, deux angles inégaux compris entre des côté» 
proportionnels. Donc^ etc. 
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PEOPOSITION XVIII. 

Théorème. Les surfaces des polygones semblables sont entre 
miles comme les quarrés des côtés homologues, (Géom. Prop. 
XXVII. Théor. fl^) 

Réciproque. Si la surface de deux polygones sont entre 
^les comme les quarrés des c6iés homologues , ces polygones 
sont semblables. 

Cette proposition inverse n*est pas vraiei En effet, soient p* ^ 
P et Q ces denx polygones, on aura 



P 

P 

P 
- etc. 

On déduit de là 



Q :: AB : ab, 

Q :: BC*: i7* 
Q :: CD: cd. 



JUB*: ab \\ BC*: bc XI CD*: c5':: etc.; 
c*est*à-dire , 

AB : aft :: BC : bc 11 CD : cd :: etc. ; 

ce qui ne suffit pas , âii^si qu'on l'a démontré dans la pro- 
{Otition précédente , pour établir la similitude entre les poly- 
gones. Donc , etc. 

PKOPOSITION XIX. 

Théorème. Si sur les trois côtés d'un triangle rectangle ^ 
jocmme côtés homologues , on construit trois figures sembla-^ 
blés 9 celle formée sur Vhypoténuse est équivalente à la somme 
des deux autres. (Géomét. Prop. XXYII. Cor.) 

Réciproque. Si sur les trois côtés d*un triangle ABC^ on Fîg. 97» 
€tti$struit trois figures semblables , et si la figure formée sur 
h plus grand côté, est équivalente à la somme des deux au-\ 
très, t angle du triangle, opposé d ce côté, est droit. 
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En effet, soient P, Q, R les trois figures semblables doni 
il s'agit. Si Ton a P=iTQ + R, je dis que l'angle ABC esl 
dfoil:. Car, en i^rtu de Ténoncé, on a 

F : AcV:: Q : Se* :: R : ab , 

d'où 

p : <^ + R :: ic' : bc*+ ab : 

donc AC ^BC + AB ; et conséqueHUnent ( Prop. II L) 
l'angle ABC est droit. Donc , etc* 

PROPOSITJtOÏ* XSL 

Théorème. Les parties "des deux cordes qui se coupent dans 
le cercle , sont réciproquement proportionnelles, (Géomét« 
Prop. XXVIII, Théor.) 

Réciproque. Si deux droites se coupent en parties récipro-* 
quement proportionnelles, leurs extrémités sont sur une même 
circonférence, * 

Fig. 38. Car soient AB , CD deux droites qui se coupent de manièm 
qu on ait 

AI : IC :: ID : IB. 

Si la circonférence qui passe par les trois points A, C, B, 
ne passait pas par le point D^ elle couperait la ligne CD, on! 
N son prolongement en un point K tel que l'on aurait 

AI : IC :: ik : ib. 

f ■ 

De Cette proportion et de l'hypothèse , on déduirait IK = ID ^ 
oe.i|iii é9t absurde. Donc^ etc. 

PROPOSITION XXI. 

« 

Théorteie. Si , Jtun même point pris hors d'un cercle , on 
Thène deux sécantes terminées à l'arc concave, les sécantes 
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entières sont réciproquement .propoftionnelies à leurs pta^ieê 
extérieures. (Géom. Prop. XXIX, Théor.) 

Réciproque. Si deux droites partant d'un même point y sont 
divisées en parties qui leur soient réciproquement proportion^ 
nelles ^ les points de division et les extrémités de ces droites 
sont sur une rriême circonférence. 

Le raisonnement qui démontre la réciproque précédente^ _,. 
s'agplique exactement à celle-ci. Car, si Ton a &• 9« 

AB : AG :: ae : ad, 

on ne peut supposer que la circonférence qui passe par les 
trois points D, B , C , ne passe pas par ie poinl: £. 

PROPOSITION XXII. 

Théorème. Si*d*un point pris hors d'un cercle , on mené 
une tangente et une séeaote à ce cercle, la tangente sera 
moyenne proportionnelle entre la sécante et sa partie extérieure, 
fG6om« Prbp .XXX.) 

■Réciproque. Si de deux droites AB^ ÀC qui partent d'un 
même point A , Vune AB est divisée au point D de manière 

nue Von ait ACzr=.AB X -^^, /e dis que la ligne AC est 
kmf^mtfi en<)ùia ci^onfkénende quifos^pat ,/etf -tr^fùikts 

Our si èette «ciroonfénesce pouyait rencoiiNTer la dnnte AC 
ou son proloageoieAt , en 4in second ^iftt KL , on aurait 

AB X AD = AC X AK : 

or 

AB X AD = AC*= AC X AC ; 

d*où l'o» déduirait AC=: AK : ce qui 'est absurde, Donc, etc. 

Pour démontrer la même xéciproqwe d'tme iiianière directe , 

menons le rayon OC : tout se r^uit à démontrer que Tangle 

OCA est droit. A 6et effet ^ par le centre Û^ menons la sé«: 
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cante AE : les sécantes AB, AE donnent - ' '* 

ABxAD = AExAI: 

or, par hypothèse, 

AB X AD = AC ; 

donc 

AE X AI = AC , 

on y puisque 

AE = AO + OC, AI = AO — OC. 

cm a 

(AO + OC) (AO — OC) = ic, 

ou encore 

a5*— oc = Xc, 

d*oa l'on tire 

a5*= ÂC*+ oc*; 

donc (Prop. III.) l'angle ACO est droit , et AC ,est uns 
tangente à la circonférence qui passe par les trois points B, 
D, C. Donc, etc. ' 

PROPOSITION XXIII. 

Théorème. Dans un triangle jiBC , si Fan divise t angle A 
en deux partiel égales par la ligne AD , le rectangle des côté^ 
AB ^ AC, est égal au rectangle des segmens BD , DC , plus ou 
quarré de la sécante AD (Géom. Prop. XXXI.) 

Réciproque. Si dans un triangle ABC, ton a 

AB X. J^C = BD >: DC + 'Âd\ 

la ligne AD divisera Tmngle BAC en deux parties égales. 
£oît donc ABC un trianj^ dans lequel on ait 

AB X ^'^ — >D X DC + m* 

.... .r -• '^ii ■■■■ -^ ."^ 



I 
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Si la ligné ÀD b6 diyise pAs Fjdiglè A es deux parties légales, 
mt AK la ligne qui opère cette division. £b vertu de la dk* 
recte^ on aura 

AB X AC = BK X KC + AK* 

ddnc on aurait 

BD X DC + AD*= BK X KC 4- ÂK* 

Au triangle ABC circonscrivons un cercle qui rencontre en E 
et en F ^ lês droites AD , AK prolongées. Puisque 



et 



BD X DC = AD X DE 
BK X KC = AK X KF , 



OB aurait^ par la substitution de ces valeurs dans Tégalité 
^écédente , 



AD (ED + DA) = AK (KF + AK), 



o^est-à-dire 



AD X AE = AK X AF 



donoJg quadrilatère EDKF serait inscriptible (Prop. XXt) ; 
dcml^ra somme des angles opposés FKÏ)^ FED serait égalé 
à deux angles dtoits ; donc Fangle AKG serait égal à ï'angle 
FED on FEA ; donc (Liv. II, Prop. X, Lem. I.) Tare AMG 
serait égal à Tare ANB ^ ce qui n*a lieu que lorsque le triangle 
ABC est isoscèle. Donc Tangle BAC est divisé en deusc parties 
égales par la droite AD. Donc , etc. 

Remarques. 

I. On reconnaîtra, avec une légère attention, que leâ pfo- 
. postions IV, VII (Théor.), VIII (Théor.) , IX (Théor.), 
X CThéor.) , XXI (Théor.) , n'admettent pas de réciproques. 

3 
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II. Les énoncés compris dans le corollaire de la proposi- 
tion y, donnent lieu aux réciproques suivantes : i*. Si deux 
parallélogrammes sont entre eux comme leurs hauteurs , ils ont 
même base ; a*', si deux parallélogrammes sont entre eux comme 
leurs bases , ils ont même hauteur. On s'assurera de la Vérité 
de ces deux propositions , par des raisonnemens analogues à 
celui que nous avons employé. (Prop. II.) 

III. La remarque précédente peut être faite relativement 
aux énoncés compris dans le corollaire de la proposition YI. 

IV. Nous nous sommes dispensés de rapporter la réciproque 
de la proposition XIII y parce que la démonstration est la même 
que celle donnée (Prop. YII.) 

V. Le théorème de la* proposition XXXII n admet pas de 
réciproque ; car , si elle avait lieu , son énoncé serait eelui-ci : 
si le rectangle de deux côtés d^un triangle est égal au rectangle 
de deux autres lignes , l'une de ces fignes est la hauteur du 
triangle , et l'autre le diamètre du cercle circonscrit, 

M^s si le rectangle de deux côtés d'un triangle est égal , 
au rectangle de deux autres lignes dont Tune soit la hauteur . 
du triangle, Tautre sera nécessairement le diamètre du cercle ' 
circonscrit. Cette observation fournit un moyen simple de 
Fig. 4a. déterminer le diamètre CE du cercle circonscrit à un triangle : 
ABC 9 lorsque Ton connaît deux côtés contigus AB, "Mfe^^ '^ ^ 
hauteur AD dé ce triangle : on n*a besoin pour cela qtie de 

AB X AC 

construire la ligne représentée par — -rr=r — . . j 

AÏJ l 

m 

Pareillement , si Ton connaît AB , AC , CE , on trouvera | 
ABXAC : 

^^ CE • 

I 

VI. Le corollaire de la même proposition n'admet pas de ^ 
réciproque , non plus que le scholie* 

VII. Nous avons démontré , mais seulement dans des cas 
particuliers, que la réciproque de la proposition XXXIII 
n'avait pas lieu. 
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LIVRE QUATRIÈME. 



PROPOSITION PREMIÈRE. 

L H£OR£M£. Tout polynôme régulier peut être inscrit dans le 
cercle y et lui est circonscrit, (Géomét. Prop. II, Liv. IV.) Fig. 43- 

Réciproque. Si un polygcjié est en même temps inscriptible 
et circonscriptible , il est régulier. 

Cette propQ3ition inverse n'est pas généralement vraie, , 
puisque le triangle scalène jouit de la propriété énoncée 
(Géom. Prop. VII, Liv. II). Mais la réciproque a lieu lors- 
que les circonférences sont concentriques. 

En effet, puisque le polygone ABCDEG est inscrit au cercle 
OA, on aura OA = OB = OC = etc. D'après la seconde 
condition OM = ON = etc. Donc les cordes AB, BC, etc. 
également distantes du centre , sont égales ; donc les triangles 
OAB et OBC sont égaux et isoscèles ; par conséquent 

angl. OAB = angle OBC -, angl. OAG = angl. OBA , 

tfou 

V *» 

OAB + OAG = OBC + OBA, ou GAB = ABC , 

et ainsi de suite. Ce polygone ayant les angles et les côtés 
égaux, est régulier. Donc, etc. 
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PROPOSITION II. 

* Théorème. Le côté du quarré inscrit est au rayon comme 
|/a estai. (Géom. Liv. IV, Prop. III, Schol.) 

Réciproque. Si une corde est au rayon, comme |/a est 
^ cl, cette corde est le coté du (fUarré inscrit. 

Car soit Q cette corde et R le rayon ; on aura 

Q: R :: V/fl : 1. 

Si Q n'était pas le côté du quarré inscrit » en représentant ce 

côté par Q', on aurait , d'après la directe , Q': R :: \/^ : 1 5 
d'où Q=:Q', ce qui est absurde. Donc, etc. 

PROPOSITIOIT III. 

I 

Théorème. Le coté du triangle équilatéral inscrit est au 
rayon, comme \^' est à 1. ^Géom. Prop. IV, Schol.) 

Réciproque. Si une corde est au rayon comme |/3 est à 1 , 
cette corde est le côté du triangle- équilatéral inscrit. 

La démonstration de cette réciproque est la même que 
celle de la précédente. 

PROPOSITION IV. 

ilg. 44. Problème. Inscrire dans un cercle un décagone régulier. 
Soit AB le côté de ce polygone ; l'angle an centre C Tau^ 
dra ■— de 4 droits , ou les | d'un angle droit que nous pren- 
drons pour l'unité des angles : A + B sera par conséquent 
/^gal à I ; et comme le triangle ACB est isoscèle , A=f , B =|. 
En divisant B en deux pavties égales par la ligne BM , on 
formera les triangles isoscèles CBM et ^BM; le triangle CBÀ • 
donnera (Géom. Prop. XVII , Liv. III.) BC : CM : : AB : AM. 
Or BC = AC, CM = BM = AB; on aura donc AC : CM:: 
CM : AM , d'où CM > AM j ainsi le côté AB = CM du déca- 
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gone est égal an plas grand sèment du rayon divisé en moyenne 
et extrême raison. Cette solution est directe et facile à *retenir. 

PROPOSITION V. 

Théorème. L'aire d'un polygone régulier est égale à son 
périmètre multiplié par la moitié du rayon du cercle inscrit» 
(Géom. Prop. VII, Théor.) 

Réciproque. Si la surface d'un polygone circonscriptible à 
un cercle , e^^ égale au contour de ce polygone , multiplié pat 
la Tnoitié du rayon du cercle inscrit , ce polygone est régulier. 

Cette inverse n'est pas vraie , puisqu*en menant à une cir- 
conférence une suite de tangentes quelconques qui forment 
un polygone qui ne soit pas régulier, sa surface sera égale 
au contour par la moitié du rayon du cercle inscrit. 

PROPOSITION VI. 

Théorème. Les périmètres des polygones réguliers d'un 
même nombre de côtés y sont comme les rayons des cercles 
inscrit et circonscrit, et leurs surfaces comme les quarrés </e 
ces rayons. (Géom. Prop. VIII, Théor.) ^ 

Réciproque. Si les contours de deux polygones sont entre^ 
eux comme R l R' et comme r l r'; et leurs surfaces comme il* 
iR^ , et comme r* : r'*, Retr, R' et r' étarit l^ayons de cir^ 
conférer^es concentriques ^ ces polygones scinÊ uiscriptibles et 
çirconscriptibles aux circonférences décrites avec les rayons 
R et r, R' et r^. . 

Cette réciproque n'a pas lieu. En effet, on a par Ténonci 

* p : P' :: R : R' :: r : /, 

P, P' étant les contours ; donc, en supposant que les deux 
polygones aient même nombre de côtés égaux chacun à chacun , 
ce qui est Tune des conditiona nécessaires pour leur simiUr^ 
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tude^ et désignant ce' nombre de côtés par m, on aura 

lp:-p' ::R:R':: r:/; 

mm • 

d'où 

(1 pV:. Qp'Y:: R* : R'' : ^ : ^'; 

propriétés qui ne permettent pas de conclure que les deux 
polygones soient semblables , et conséquemment qu'ils soient 
réguliers, inscriptibles ou circonscriptibles. (Récip. Liv. HI, 
Proposit. XVII, XVin.)* 

. . PROPOSITION VII. 

Problème. Étant données les surfaces A etB iun polygone 
régulier inscrit et d'un polygone semblable circonscrit , trouver 
les surfaces A' et B' des polygones réguliers inscrit et circonS" 
crit d'un nombre de côtés double. ( Géom. Prop. XIII.) 

Réciproque. Étant données les surfaces A! et B' d'un poly- 
gone régulier inscrit d'un nombre de côtés pair et d'un poly^ 
gone semblable circonscrit/ trouver les surfaces A et B des 
polygones réguliers inscrit et circonscrit d'un nombre de côtés 
sous^double. 

Si l'on connaissait A et B , et qu'on se proposât de dé- 
terminer A' et B', on aurait, en vertu du problème direct, 

A'= |/AxB et B^= , , Dans le problème inverse, 

on se donne A' et B', et il s'agit de calculer A et B. Or, 

A'* 
de la première équation l'on- tire A = -^ ; la seconde donne 

_ (A+A^)XB^ j.^^ A'^ (A + AQ X B^ ,. . ,. 

A = 5 . Donc -s-=:^ — ' — ~ , d ou 1 on 

2D B aB 

déduit a A'» = AB' + A'B' ; donc A = ^'^^t'~^ — - Éga- 
lant les deux valeurs trouvées pour A, on aura une équation 
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A' X B' 
fie laquelle on déduira ,B = . , j_ ^, , et coiuéquemmént 

A _ A^'(aA^-rB0 _ A^(3A^ — BQ 
. ^ ~ V ' A'B'' — W • 

PROPOSITION vni. 

Problème. Étant données les surfaces d'un pofygone rcfi^u- 
lierinsctit et d*un polygone semblable cirûohsorit , trouver ^ 
les surfaces des polygones réguliers inscris et drccÊtèrk d'huit • 
^ nombre double de côtés. 

Nous déêîgnerons, comme Ta £aît M. Legendre ,^^àr A et 
B, la surface du polygone inscrit dont AB est un côté etFîg. 4& 
celle du polygone semblable circonscrit ; par A' la surface du ^ ^ 
polygone inscrit dont A]\l est un côté, et pat B' celle du poly- 
gone semblable circonscrit, ou' parce que les triangles GAD, 
"CAM, CEM et CAPM sont entre eux comme les poîj^gones 
dont ils font partie , nous ferons CAD p=^A^ CAM ^= A' , 
CEM = B, CAPM = B'. jOn aura 

ACD = A, 

ÀCM = A- = A+^X^P. 

a - 

ECM = B = A + ADMA' + AA'E, 

en menant A A' parallèle à CM. Or ADMA' = AD X DM ; 

..,_ AA^ X EA^ MD X EA^ ^. , . .,. , , 
AA E = : = : lûais la similitude des 

a • a • > f . , -^ 

triangles PAA', ACD donne . , r* 

Ik! : AA' ou MD :: AD : IXÎ , d'où EA'^ =f- ^^^^ a;^ 

•t conséquemment ^ _ .. 

ECM = B;;= a4 ÂE^ X DM +5!S^ 



; r- » 



«pc 



. . Àt^ t^« . MDXAD 
«A + ADxp?Ï5J..^j^5 
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'Dans les Notçs^ annexées à cet ouvrage ,, nous ferons con- 
naître une démonstration très-simple de cette proposition , que 
xious ne pouvons placer ici , parce qu'elle est fondée «ur la 
Trigonométrie. « • ' 

i ' 

Remarques. 

Les propositions! ( Théor. ) , III (Tnéor.) , IX, X (Théor.) , 
XI» XII (Théor.) ^tie donnent pas lieu à réciproques. 
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PROPOSITION PREMIÈRE. 

HÉOREME. Les obliques également éloignées de la pef" 
pendiculaire soiit égales y et , de deux obliques inégalement 
éloignées de la perpendiculaire , celle qui s'en éloigne le plus 
est la plus longue. (Géom. Liv. V, Prop. V, Théor.) 

Réciproque. Les obliques égales sont également éloignées 
de la perpendiculaire y et ^ de deux obliques inégales , la plus * 
longue est la plus éloignée de la perpendiculaire: 

On démontreta facilement les deux proposkîons comprises 
dans cet énoncé^ par des* considérations analogues à celles que 
nous avons employées. (Liv. I, Prop. V et VI.) 

Scholie. ^inclinaison de la ligne AB sur le plan MN y y\„ ^5^ 
£e mesure par V angle ABP formé par la ligne AB avec l*in- ' 
tersection BP du plan MN par lé plan conduit suivant AB y 
et la perpendiculaire AP au plan MN, 

Cet angle ABP est très-propre à mesurer cette inclinaison ; 
car lorsque ÀB se rapproche de AP et devient AB', l'angle 
PAB diminue , son complément PB A augmente. Lorsqu'au con- 
traire AB s'âoigne de* AP, l'angle ABP diminue. 

D'ailleurs cette mesure constante pour des écartemens«^PB 
égaux, est eiî même femps le minimum de tous les angles 
^ue forme AB avec les droites qui passent par son pied dans 
le pl^ MN* En elfet^ si ^^ n'était pas le minimum d« 



44 RÉCIPROQUES, 

tons ces aogles , soit ABD l'angle le pins petit ; prenons BD 
= BP , et menons AD : les deux triantes ABP et ABD au- 
ront le côté AB commun , et 6P=BD^ par con&nctîon ; mais 
Tangle ABD étant , par hypothèse , pins petit qne ABP , AD 
serait <[ AP : or AP étant one perpendicolaire et AD nne 
oblique , AD est >> AP ; donc la conclusion précédente est 
absurde , et par conséquent l'angle ABP est plus petit que 
tout angle ABD. 

ABP étant l'angle minimum, son supplément ABC sera 
Tangle maximum. 

PROPOSITION II. 

_ , Théorème. Soit AP une perpendiculaire au plan MN, et 
BC une ligne située dans ce plan ; si du pied P de la per^ 
pendiculaire, on abaisse PD perpendiculaire sur BC , et qu'on 
joigne AD , AD est perpendiculaire à BC. (Géom. Prop. VI> 
Théor.) 

Réciproque. Soit AD une perpendiculaire abaissée du point 
A situé hors dfi plan MN , sur la droite BC située dans ce 
plan; si, par le point Z>, on mène dans le plan la perpen^ 
diculaire DP à BC ^ et que du point A\ on abaisse une peT'^ 
pendiculaire AP à PD ; je dis que AP sera perpendiculaire 
au plan MN, l 

Car 9 si AP perpendiculaire à PD ne Test pas ao plan MN^ 
menons AQ perpendiculaire à ce plan : le point Q ne pourra 
pas être un des points 4e PD ^ puisqu'alors AQ et AP seraient 
deux perpendiculaires à la droite PD, menées d'un même point 
A hors de cette droite; donc la perpendiculaire QF à BC sera 
différente de PD; donc laligne AF sera différente de AD. Or, en 
ycrt^i de la directe, AF doit être perpendiculaire à BC *, donc il 
y aurait deux perpendiculaires AD, AF menées d'un même point 
à une même droite BC et dans le même plan ABC, ce qui est ab- 
surde \ donc AP est perpendiculaire au plan MN. Donc , etc. 



/, 
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I 

PROPOSITION III. 

Théqp èinci. Deux plans parallèles sont partout à égale éUs^ 
tance. ( Géom. Ptopt, XII , Cor. ) 

Réciproque. Si deux plans sont partout à égales distances^ 
ils sont parallèles. 

Soient MN , PQ deax plans partout à égales distances ; en-< 
sorte que les perpendiculaires AB y CD abaissées de deux points Fîg. 48. 
quelconques A et C du plan PQ sur le plan MN , soient égales : 
ces perpendiculaires seront parallèles ; donc les triangles BCD^ 
BAC seront égaux , et conséquemment AC ser^i toujours pa- 
rallèle à BD. Donc , etc. 

PROPOSITION IV. 

Dans la rencontre des plans parallèles , par un troisième , 
il existe , dit T Auteur y les mêmes égalités d^ angles et les 
mêmes propriétés que dans la rencontre de deux lignes pa-" 
rallèles par une troisième (Géom. Prop. XV, Scholie.); ce 
qui est incontestable , s'il s'agit des propriétés directes seu- 
lement ; mais on se convaincra que les propriétés réciproques 
qui sont démontrées par rapport aux lignes , ne conviennent 
pas aux plans. Ainsi , par exemple^ si deux plans coupés par 
un troisième f ont Içs angles correspondons égaux ^ ces plans 
peuvent n^être pas parallèles, £n effet , supposons un plan , 
horizontal rencontré sous un certain angle par un autre plan 
que nous appellerons plan sécant .* cet 2^ng1e sera celui de 
deux perpendiculaires en un même point de Tintersection des 
deux plans , situées dans ces deux plans. Or on peut imaginer 
dans le plan sécant une droite quelconque non parallèle 
à cette intersection , et deux perpendiculaires en un point 
quelconque de cette droite, dont Tune soit dans le plan sé- 
cant y et dont l'autre située hors de ce plan , fasse avec elle un 
angle égal à celui qui mesure l'inclinaison du plan sécant sur 
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le plan horizontal : le plan mené par cette dernière perpen-^ 
diculaire et par la droite tracée dans le plan sécant, ne sers 
pas horizontal , ou parallèle au plan horizontal , et cependant 
il fera avec le plan sécant le inême angle que celui-l|. Donc 
la réciproque n*a pas lieu. On peut étendre ce raisonnement 
.aux autres inverses. 

PROPOSITION V. 

Théorème. Lorsque trois droites sont perpendiculaires entre 
elles ^ les trois plans qu'elles déterminent le sont entre eux, 
^(Géom. Prop. XVIII, Schol.) 

Réciproque. Si trois plans sont perpendiculaires entre eux, 
leurs intersections le sont entre elles, 
'"g- 49- Soient BAC, BAD, CAD trois plans perpendiculaires entre 
eux , je dis que leurs intersections le sont entre elles. Car ^ 
les deux plans BAC , BAD étant perpendiculaires à un troi- 
sième CAD, leur intersection (*) BA (Géom. Liv. V, Prop. 
XX ) est perpendiculaire au plan CAD , et par conséquent 
aux lignes AC , AD. Donc , etc. 

PROPOSITION ^I. 

* 

TTiéorème. Si deux plans sont perpendiculaires à un troi-^ 
sième , ' leur intersection est perpendiculaire à ce troisième 
plan. (Géom. Prop. XX.) 

Réciproque. Si l'intersection de deux plans est perpendi-^ 
culaire à un troisième , ces deux plans sont chacun perpen-^ 
diculaires à ce troisième; 

Car chacun des deux premiers plans passe par une droite 
perpendiculaire au troisième. 



(^) Nous faisoDS usage ici d'une pro^sitîon démontrée SQbsécpiemment 
dans la Geomeinîc \ mais on obserrera qu'elle n'exige pas U dôuonstration de 
tette réciproque. 
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Théorème. Si un angle solide est formé par trois angles 
•plans y la somme de deux quelconques de ces angles sera plus 
grande que le^ troisième. (Géom. Proposit. XXI, Théor.) 

Réciproque. Si de trois angles plans donnés , l'un quel-^ 
conque est plus petit que la somm^ des deux autres , et si de 
plus leur somme est moindre que quatre droits , on pourra 
former un angle solide avec ces trois angles plans. 

En effet , appelons A , B , cTles trois angles plans donnés t 
d'après les conditions de l'énoncé , on aura A <[ B + C ,' 
B^'A + C, C<[A-f-B. Des deux dernières inégalités , 
on tire cellerf-ci , A >■ B* — C , A > C — B qui n'expriment 
qu'une seule et même chose; savoir : que l'angle A est plus 
grand que la différence des d^ux autres. Ainsi toutes les con- 
ditions de l'énoncé équivalent à celles exprimées par les deux 
inégalités A<B + C etA>B — C; donc (Géom. Liv. V, 
Prop. XXrV, Schol.) Tangle solide peut être formé. La con- 
dition que la somme des angles A, B^ C soit moindre que 
quatre droits , est une conséquence nécessaire de ce qui est 
démontré (Géom. Proposit. XXII, Théor. ) ; car si la somme 
A + B + G était seulement égale à quatre droits , l'angle so- 
lide n'existerait plus, il serait Tangle plan. (Fig. 196, Géonu 
de Legendre.^ 

PROPOSITION VIII. 

Théorème. Si deux angles solides sont composés de trois 
angles plans jêgaux chacun à chacun , les plans dans lesquels 
sont les angles égaux, seront également inclinés entre eux. 
(Géom. Prop. XXXIII, Théor.) 

Réciproque. Si deux angles solides sont formés par trois 
plans également inclinés entre eux , les angles plans seront 
égaux chacun à chacun. 
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Fig. 5o. , Soient S, S' deux angles solides formés par des plans éga- 
lement inclinés^ je dis que les angles de ces plahs sont égaux 
chacun à chacun , c'est-à-dire qu'on a ASB = A'S'B , 
ASC = A'S'C , et BSC = B'S'C. En effet , posons le som- 
met S sur S' , et dirigeons SA suivant S^A^ ; appliquons de 
plus le plan ASC sur le plan A'SX' qui sera celui de la 
jplanche , le plan ASB s'appliquera sur le plaA A'S^B'. Soient 
S'C , S'B , les positions que prendront , par suite de cette 
superposition , les lignes SC , SB du premier angle solide dans 
les plans des faces A'S'C, A'S'B', prolongées , s'il est néces- 
saire. Supposons^ pour l'intdiigence de Ta figure , que l'angle 
S^ sdit coupé par un plan quelconque ab'bcc'. Tout cela posé , 
SI est facile de voir que les plans VS'c\ bS'c , étant prolongés 
suffisammeQt , se couperont suivant une droite S'I située toute 
entière hors de l'angle solide ; de sorte que IS' c'b' n'est qu'un 
seul et même plan ainsi que IS^cÂ. Or, d'un point quelconque 
M de S'I , abaissons sur le plan MS'V ta perpendiculaire MP ; 
. du point P , menons les perpendiculaires PK', PK aux lignes 
S'B', S'B, et joignons MK' et MK : ces droites (Géota. Lir. V, 
Prop. VI , Théor.) seront perpendiculaires aux lignes S'B'., 
S'B , et par conséquent les angles PK'M, PKM mesurent les 
inclinaisons sur le plan A'S'B' , des plans C'S'B' et CS'B pro- 
longés. De plus , PR' étant plus petit que PK , les obliques 
MK', MK sont inégales, et conséquemmënt inégalement in- 
clinées ; donc les angles PK'M , PKM seraient inégaux. Enfin 
il est facile de voir que ces angles sont respectivement les 
supplémens des inclinaisons des plans i'S'c' , bS'c sur A'S'B'. 
Donc ces inclinaisons seraient inégales , ce qui est contre notre 
hypothèse ; donc l'angle plan ASB = A'S'B'. Maintenant les 
deux angles solides ayant un angle plan égal adjacent à des 
inclinaisons égales, sont évidemment égaux. Donc, etc. 

Notre démonstration parait supposer que les lignes SB , 
SC du premier angle solide, tombent d'un même côté ^ du 
plan B'S'C ; niais on s'assurera facilement qu'elle s'étend au 
cas où ces lignes seraient disposées de différend côtés de c« 
plan. 



■ . J 




Remarqué, \ 

Étant donné un angle solide trièdre S , on en formera tou- 
jours le symétrique , eii prolongeant les arêtes SA , SB , SC 
au-delà du point S; car il est évident, i° que les angles plans 
A'SC, A'SB', B'SCy respectivement égaux aux angles plans 
ASC,ASB,BSC, seront disposés autrement que ceux-ci; 
â^ que Tangle entre deux quelconques des trois faces ASC ^ 
ASB , BSG , sera égal à Tangle entre celles 'des faces de Tangle 
solide opposé , qui sont les prolongemens de celles-là. Cette 
manière de former un angle solide symétrique d*un autre , est ' ' 
simple } et lorsqu'il sera question de démontrer , par exemple , 
que les dngl^ solides aux deux extréniités de la diàgônâtle d*ua 
pardlélépip^ë sont symétriques Tun de l'autre , il sùflira de 
prolonger les' arêtes de lim de ces angles , et de prouver que 
l'angle solide qui en résulte est parfaitement égal à l'autre. 

Maintenant Tarête SB^ se trouvant au-dessous dû plan iea 
SMigles A^SC% ASC , si l'arête SB est au-deîssus de ce pilan, que 
l'on conçoive qife le sommet S restant fixe , le plan C'SA'. 
tourne en faisant une demi - révolution au-dessus du plan 
de la planche , jusqu'à venir çn ASC, SC tombant sur SA, et 
SA' sur SC, il est visible qtie l'arête SB' ne peut venir suivant 
. SB : cette coïncidence dps arêtes SB, SB' est impossible de 
quelque inanîère ^ù^ait lieu tièlle des angles A'SC, ASC. 

Remarques. 

I. La plijs légère attention suffit pour apercevoir que les 
propositions I , H (Théor. et Cor.), III, IV (Théor. et 
Cor. II), VI (Schol.), VIII, IX, XII (Théor.) , XIII 
( Théor. )', XIV, XV, XVII ( Théor. ) , XVIII ( Théor. ) , 
n'admettent pas de réciproques. 

II. Les problèmes réciproques de ceux des propositions 
XXrV et XXV, seront résolus ci-après , à l'article des Plans. 
(Recueil de Théor. et de Probl.j. 
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BC ^ on provyera de même que les angles solides A et H sont 
jty métriques Tan de Tantre; donc (Prop. II , Rédp.) le prisme 
quadrangplaire AU est un parallélépipède. 

On déduira d'une autre manière la même conclusion, , en 
observant que le^lignes AF , CH étant égales et parallèles j 
la figure AGHF est ^uq. parallélogfanmie ^ et que par consé- 
quent ses deux diagonales AH , CF , qui sont aussi celles du 
prisme , se coupent en deux parties égales ; et que la même 
chose a lieu pour deux autres diagonales DG , CF. Done 
(Prop. m , Récip.) 

PROPOSITION T. 

Théorème. Toute section faite dans un prisme par un plan 
parallèle à sa base, est égale à cette base. (Géom. Prop. YII^ 
CoroU.) 

Fig. 5a. Réciproque. Si on cmupe un prisme par un plan, de ma^ 
nière que la section soit égale à la base, elle bsi sera aussi 
parallèle. 

Cette proposition inverse n*a pas lieo. En effet , soient 
BACDE , BACI/E' deux polygones ayant les angles et les 
côtés égaux ; puisqu*ils ont le côté AB commun ^ si on les 
applique tons deux sur le plan de la planche , ils coïnci- 
deront. ConceTons que le polygone BACiyE' tourne imtonr 
de AB comme charnière , et qu'il prenne une position quel- 
conque BACD^^ dans l'espace : les points C , D , E dâ- 
criront des areirde cercles CC, Diy, ££^, dont les centres 
c, d, e seront dans Taxe de rotation AB^ et dont les rarons 
Ce, IM, Ee seront perpendiculaires à cet axe: lespbnsdêces 
cercles saont donc paraOâes; et conune les arcs CC, DIX^ EK' 
acmt semblables, si on prend dsz=éE, dyzzzcC, on aura 
«rc sf' = arc EE', arc »'= arc CC ; donc les cordes DIT» 
fc', yy seraient parallèles } donc aussi les cordes des arcs USy, 
CE'^ ce, prolongées égalaoBent, à partir des points D^ E^otC 



UVRE VU Sx 

FGH =s ASC ; àûnc Tangle ABC = ADC. Les angles opposé» 
A et H étaDjt «jroiétriqaet , on prouvera de même que l'axigle 
BCD = BAD ^ donc (Liy. I , Prop* XIV , Récîp.) ABCD est 
un parallélograimiiei. Donc le prisme quadrangulaire AH est 
lut pardlélepipède. Donc , etc. 

PAOPOSITIO£l III. 

Tbéorèmé. Dens tout parallélépipède , les diagonales me** 
nées pat les sommets des angles opposés, se coupent mtf~ 
tuellentent en deux parties égales. (Jbid,\ 

' Réciproque. Si fians un prisme quadrangulaire , les deux 
diagonales se coupent mutuellement en deux parties égales , 
ce. prisme est un. parallélépipède. 

Soit AH un prisme quadrangulaire , dans lequel les deux Fig. 5t. 
diagonales DG , FC se coupent en deux parties égales ; je dis 
qne ce prisme est un parallélépipède. Car (Liy. I^ Prop. 
XV, Récîp. ) la* figure CDFG esf un parallâogramme ; 
doBC CD est égal et parallèle à F6, et par oenséqoent à 
AB ; donc la figure est un parallélogramme ; donc le prûme 
foadrangidBire AH e^ un pînallélej^p^. Doae, etc. 

PROPOSITION IV. 

Théorème^. Ls plan qui pas$e par defix arêtes parallèles 
apposées d'un parallélépipède , divise ce solide en dfoix prismes * 
triangulaires symétriques tun de Foutre. (Géom. Prop. VJ^ 
Théor.) ^ . 1^ 

Réciproque.. «Si un plan conduit stdçani deux atétes AP^ 
CH opposées d^un prisme ifuadtwmgulaire ^ le divise en. deux ^^$ S'* 
prismes triangulaires jiBCFGS, ACDBEF symétriques tun 
de t autre , ce prisme est un parallélépipède. 

Car ces ^prismes triangulaires étant symétriques , les angles 
opposés D et G le sont aussi (Géom .Prop. II , Schôl.). .De 
plus j en fisûsani passer un plan par les arêtes opposée^ OE^ 
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On emploiera , pour démontrer cette réciproque , vn rai« 
fonnement semblable i celui que nous avons fait 'précédent 

PROPOSITION VIII. 

• 

Théorème. Si une jyramide quelconque est coupée par un 
plan parallèle à sa base , les côtés et la hauteur seront dir- 
%'isés proportionnellement. (Géom. Prop. XYI, Théor. i^) 

Réciproque. Si un plan divisa les côtés JPuna pyramida 
proportionnellement , il est parallèle â sa base. 

Fifi. 53. ^^ effet, soit SABCD une pyramide dont les côtés SA, 
SBj se, SD soient coupés en a, b, c, d, par le plan abcd^ 
de manière qu*on ait 

Sa : «A :: sfr : iB :: Sc : cC :: SJ : dD. 

De cette suite on déduit ces deux proportions 

Sa : oA :: SA : iB^ sa : iB :: Sc : cC ; 

donc les droiles ai» bc sont parallèles aux droites AF, BC^ 
donc (Géom. Liy. Y, Prop. XHI, Théor.) les ^ans abc, 
ABC sont paralMes. Donc. etc. 

PROPOSITION IX. 

Théorème. Si une pyramide est coupée p&r nn plan p»- 
rallèle à la base » la section sera un polygone semblable à cette 
base. (Géom. Prop. X\I, Théor. a*.) 

Réciproque. Si la section d*une pyramide par un plmi , est- 
un polygone semblable à la base , le pkm sécant sera paral^ 
kle à cette base. 

S'il exil tait dans une pyramide pc4y|(onaIe, una section' non 
imcaitèle et cependant «emklable i la ba^e , il y avait êridem* 
ment lieu à une section égale à la base » laquelle serait parallèle 
àlaptimiàru : €Me Metion sarait donc une position particnHèra 
de cJh àTli bà w è o rt It jfhi wur^tfonmé aut(Hird*iui an' 
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fixe mené â4B6 lo plan de cette base; mais^ dafts ot meuteiheiit^ 
les sommets des angles de I^ bape décriraîeiit des are» de ceik;Ieè 
dont les plans seraient parallèles entre eux et perpendiculaires 
à Taxe de rotation^ et tous ces cércres auraient leii'rs Centres 
jilacés sur cet axe ^ aux points ôil il est réncoiàtré p^ lés per- 
pendiculaires qu*on lui mènerait de tous ces sbbhiéiEsl Ôr queÛè 
^ë B^ k l^ifldii de c^ Été fHtt^ra^oflt «li {tol^gdlMI)ul^rt 
dfibdàeàlaFli^'flfta^dë, ilétfliAipiMsaileqoèIwareédtaritirlMtf 
les MàtttMs de eéb àiiglei ; Aiilft lé iMimffiMit dâ jiAaiid« H 
Bèse iràMtÉf Ae t'iÉtte, tettôbftti^tléà.«(^é§((te')» p^MÈâdè, 
et qu'ainsi ces sommets serétrouyent tous en même temps sur 
ces arêtes^ pôiir ïbhner sur le cdâtdur dbkpyÙisfiâèle poly- 
gone supposé égal à la base. 

Ce raisonnement peut être facilemeat suivi sans le secours 
d'une figufe d'àut^t ^îSs iâu^^ ici qt^'éllê 1)0 montrerait 
qu'une position particulière de l'axe de rotation, qui cepeift* 
dant doit être Vnb dians une iiifintté de poâtioiis; 

Remarque. r 

On observera à l'égard de la P3rramide triangulaire, dontFig. 54. 
la section par un plan parallâèl i Ht ïféie, serait le triangle ADF , 
que le point D^ dans le mouvement supposé autour de Taxe 
AF , peut tedif ^é {^AcèV^ ^tfàrè^ SB -, 8 UéSt WifMMtt 
de la pyramide, puisqu'il suffitque cette arête* *si5{£^iiAi]ëpbUï 
de l'arc de eelrele décrit p«r Dv.Lapyramide.qui a ppf^ base 
cette Mmellef^tieB da pl|n J^J^ w admet eUe-iniItte une 
seetio* aeatblaMft.àsa baâepfN^^.iinyian non^a^alf^if.^ Ji^^pàil 
r^mltè qii'dn peut faite dams une pyramide^t^iaiyj^iiiaîira.pltt-- 
aenrs aectyoïts sesiblableft à.U h^m y par de»^pjw^ qpi ne Iw 
iparaUèiesw ,, . , ,^ 

PROPdSITIQN X. 



■ "i . •• • 
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parallèle àeehii des bases y ks sections seront entPe elles comme 
les bases. (Géom. Prop. XVI, Cor.) 

Réciproque. Si deux pyramides de même hauteur sont cou'* 
pies pdr un plan tel que les sections soient comme les bases , 
les sections sont parallèles aux bases. 

Fig. 55. ^^ ^^^ f ^ ^ pl^^ ^^ sections n'était pas parallèle aux. 
bases» par^ Ton quelconque des sommets de l'un des polygones» 
oh pourrait faire passer un plan parallèle aux bases , qui donne- 
rait d'autres sections ayzjujt^ , et ^^^fi„ > telles que Ton aurait 

■ . • - * 

xyzfLf^ : ayu^B^ :: abcde : AUVCiy -, 

mais, par h3rpotfaè8e, 

jyatt : ixfy't/zf ::,ABCD£ : A'B'CD'; 



j t. ■ . 

donc 



- . il • 



(Prop. IX, Récip.) 
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La. mênpte ;proposition n'est-pas vraie dans le cas de la py^ 
rapiid<r tsiasgulaire. 

En 'effet j' concevons deux - pyramides triangulaires^ coupéer 
par un ^an parallèle aux bttsês ;'iK)ns^ avons prouvé qu'il exis-. 
tait dttis'l^i 'P3rramides dés'tfèMbns semblables aux bases, 
'sàiisilèur être parallèles; doUC'i à pÏElr deux côtés homologues 
des premières sections , onlnènedes triangles égaux aux pre-. 
j||ers, ils seront dans le rapport des bases , sans )eur être pa* 
rallèles. (Prop. IX, Récip. Rem. ) 

Le théorème direct peut aussi s'inverser de cette manière. 

Si deux- pyramides quelcànqUès^^fm reposent surU ménie^ 
plan , sont coupées par un plan pa^iélè m celui des bases ^ 
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ensorte que ces sèdioru soient entre elles comme les bases , 
elles auront même hauteur, > 

En gffeti soient B et H la base et la hautepr d'une pjrra* 
mide, 6 et h celles de la pyramide partielle^ V^ H'^ b\ K les 
bases et les hauteurs correspondantes dans U seconde pyra^ 
mide. On aura ' 

B:i::ff:A\ b' : y ::H'*: A'*; 

mms, par hypothèse^ 

B:6::B':y> donc H:A::H':A'; 

donc 

H — A: H' — A' :: H: H': 

or H — A =.H' — h' , donc H = H'. Donc, etc. 

PROPOSITION XL 

Théorème. Deux pyramides triangulaires semblables ont 
les faces homologues semblables y et les angles solides homo'" 
logues égaux. (Géom. Prop. XXIII, Th^.) 

L'énoncé de la réciproque est la définition même de la si- 
militude de deux pyramides triangulaires ^Géom. Liv. YI» 
Définit. XYII.) 

PROPOSITION XII. 

. Théorème. Deux pyramides triangulaires semblables ont 
les côtés homologues proportionnels. (Qéom. Prop. XXIU» 
Cor. I.) / ' . 

Réciproque. Si deux pyramides triangulaires ont les côtés 
homologues proportionnels , elles sont sembUAles. 

Cette proposition nest pas g^néralemçpt vraie. Car, soient 
SAB£ , S^'ABC deiu^ ^yj^amides triangulaires symétriques , p |g ^ 
leurs faces serosp^ •ég^dee'i . donc ^ ;=^ S'A , SB = S'B , - 
SG^SX. Sj roA.dpMpe la pyramide S*ABÇ par le plan 
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A'B'Ç pttalM* è te bera, la pjnBnide 8'A'B^C' aéra seni-» 
Uable à S'ABC. <Géom. Prop! XXHI , Cm. lU.) Donc . 

«'A'-: srÀ :: 9tr * yb •: s'C : s^C) » - 

«t par conséqoeat 

S'A' : SA :: s'b' : sb :: s^c i sôj i 

et cependant les tlettk p3fr2teide8 6kBC-ét^S'ATl>%^ ne sont 
pas semblables. Le même raisonnement s'applique aux pyra- 
mides polygonales. 

Mais si 6n 8ût>pèsèf qilé léif {ihaiitf ^la Xèrttelàt le» angles 
solides S et S' sont disposés de la même manière , aloi^ le 
proposition est irs6:t.'(^P^èy. ùfémoi Vréffr.^KXllï^ Scbol.) 

Mais à regard des pyramides polygonales dont les faces 
Jont scUibiàMemeaf di^séee, it nest^^ vrai qu^eUes smnt 
semblables^ 
Fîg. 57. En effet , c(fQtlhâ»Jiê deux tnaii|les . AAC , A^BC égaux 
et semblablement placés; sur le milieu de ÀA', élevons la 
perpendiculaire jSo ; joignons un des points de cette perpen- 
diculaire avec les sommets Afijy^E^C^A.\ alor^ SA^ = SA , 
et les deux pyramides SABDEC et SA'BD'Ed , sans iétre 
égdeé ^ auront leutt. faces égaler et semblablement placées* 
Donc toute pyramide retranchée de Tune d'elles par un plan 
pai^allèle à la bitsè, àwtk ée» fâëèê é^mbfôble» à céÊm d^ 
t'aiftter^ sainr ce^ifdatit tpiiSth hâ èoii stmbialM. 

PaOPOSiTION XIII. 

■ / 

t 

Théorème. Dam âeux pyramides trianguîaîfés sèiHoiadTes , 
fiftcRnai^dn ék détuf fàceS q^éoncfUés êsi égide à fmàli^ 
HidgM. des faces hotnahgae^ darts tîmtre. (/&U. 6br. 1S^' ' 
' Kéciprà^e* ii déax^pfframidés triunguléifës ^M telles qoé 
tiHtlittaison dedeuxfiteesefueteoritfUiSsdéPurte^ soit égaté â 
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Pmelùttdson êe deux Jfaees dé l'autre , ceé deuA pyramideé 
jont Semblables. 

Cette proposition iaVefse n^est pas généralement vraie ; car , 
concevons deux pyramides triaagulairas 0]rméfri(jues , elles au* 
ront leurs angles dièdres égaux , sans être égales y ainsi toute 
pyramide retraicbéa de Tupe d'elles par un plan pAvatléllf à 
la base y ne sera pas semblable à Fautre , <}uoiqiié les angjée 
dièdres compris entre leS; faces homologués, soient égaux. 

Il en est de même de deux pyramides polygonales. 

Maie si cm apporte cette nouvelle fè'sliittio]! , ^e lèé fafcféSr 
homologues soient semblablement disjiosées; AaftsYétïàûcê àetÉ 
iFrai. 

Clir, «oient S ABC/ TDEF cé^ àtfitx pftst&AàêÊ. th ce fig. 59^ 
q«ie hfafs faces sortt égalenseuf îfieKnéâis éûtt^ elAeH, û trait 
(Liv. V, Prop. VIII) que les angles solide^ A ef D, F et È^ 
G et F / S et T sont égaux ; donc les triangles ASB , DTE * 
sont semblables, âiilsi que les trldiigléB BSC , ETF : de plus, 
ces triangles sont semblablement placés ; donc les pyramides 
SAdC , t'DEF sont semblables. 

' pROPositicyj» XIV. 

Théorème. Si on coupe une pyramide triangulaire par un 
plan parallèle à la base , la pyramide partielle est semblable 
à la pyramide totale, (^Ibid», Cor. III.) 

Réciproque. Si deux pyramides triangulaires Sont seràhla-* 
tftès y e^ ifue téri sûpéfpcfse le^ afigUs trlëdM dâ sàfàmét, les 
bases seront péfMèks^ 

En eifet , puisque les deux p^ramidfés tnangiiîairès SABÇ pfg, 5^^ 
et SÂHà'C sont seàibïables ^ les f^ces éA&, &A!W'^$AÙ^ 
$A^Ù sont semblables ^ on aura par conséquent 

^A : SA' :: iB i sv, 
SA : SA' :: S€ : èC'-, 
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donc (Géom- Liv. III, Prop. XVI) A'B' et A'C BontrH^ 
pectivement parallèles à AB et AC ; par conséquent le pla» 
A3X^ qu'elles déterminent, est parallèle 4 ABC. 

* PROPOSITION XV. 

' Théorème. «Si on coupe une pyramide quelcondme par un 
plan parallèle à la base^ la pyramide partielle est semblable 
à la pyramide totale, (^ïbid., Cor. lY.) 

* 

Réciproque. Si deux pyramides quelconques sont sembla^ 
If les, et que ton superpose les angles au sommet , les bases . 
seront égales et parallèles. . . • 

^ Car puisque les pyramides sont semblables , leurs bases sont 
semblables. Or ona vu que lorsque dans une pyramide qnel-^ 
eonque une section est semblable à la base , elle lui est pa- 
xaHèle. Donc, etc. 

PROPOSITION XVI. 

Théorème. Deux polyèdres semblables ont les faces homo* 
logues semblables et les angles solides homologues égaux. 
(Géom.Prop. XXIV,Théor.) ^ 

Réciproque. Si deux polyèdres ont les faceS semblables 
chacune à chacune^ et les angles solides égaux chacun à 
chacun, ils sont semblables. 

Cette proposition nest pas yraie généralement. 

Car,, concevons un polyèdre AH^ symétrique à AH, ce 
polyèdre aura ses faces égales aux facps homologues de AH , 
et ses angles solides égaux à ceux qui lui correspondent dans 
AH (Géodi. Prop. II) ; donc tous les polyèdres semblable!^ à 
AH' ayant, d*après la directe , leurs faces semblables et leurs 
angles égaux à leur^ correspondans AH', satisferont envers 
AH i la condition requise; Mais si on exclut ces polyèdres ^ 
alors la proposition est vraie. 
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En effet » soient AH et ah deux polyèdres ayant les faces Fî^. ûo. 
lemblaUes chacune à chacune ^ et les angles solides égaux 
chacun à chacun ^ aoit la face abcd base du second y sem* 
Uable'à la face ABCD base du premier^ la face a6gf sem- 
blable à I^ face ABGFy et ainsi de suite : je dis que ces deux 
polyèdres sont semblables. Carj menons les diagonales ÀC et oc: 
les triangles ABC^ o&c seront semblables ; et ^ si l'on joint BH et 
i A, il en sera de même des triangles BCH» bch : d'ailleurs l'angle 
solide C étant .égi^ à l'ai^gle solide c,TinQlinai8on des plans 
HCB, ACB est égale i celle des plans hcb, acb ; donc les 
pjnramides HABC, habc sont semblables. On prouverait de 
même que les pyramides GABC , geibc sont semblables. Quant 
aux pjrramides EABC, eabc, puisqu'on a Ysm^e DCEr=cIce^ 
DCB = <2c&y et que rinclinaison des plans DCH, DGBest 
égale à celle des plans JcA , dcb, il s'ensuit (Géom. Liv. V» 
Prop. XXV) que l'angle ECB = 6ci: or on a BÇlbcll 
CH : cA :: £C : ec) donc les triangles £BC, ebc sont sem* 
Uables ^ . donc les ^pjrramides EABC, ea&é sont semblables. 
Donc enfin les polyèdres AH, ah sont semblables. Donc, etc. 

PROPOSITION XVII. 

•• ■ ■ . .. ■ ^ _ ■ _, 

Théorème. Si^ avec quatre somn^U d'jiM polyèdre ^ 9n 
forme une pyramide .triangulaire , et 4fU*on en forme, une 
seconde avec les quatre sommets homologues d'un polyèdre 
"i&nblable, ces Jeux pyramides sont semblables (Jbid. Cor.) 

Réciproque. Si deux polyèdres sont tels que joignant quatre 
sommets quelconques du premier, et les quatre sommets .cor'^ 
respondans du second^ on forme deux^ pyramides triangulaires 
semàldbles, ces deux pofyèdrés sérokt semblables. 

"En effet, en verhi des données / les , basés des polyèdres 
seront semblables , comme composés d'un même noqibre do 
triangles semblables chacun à diacun et semblàblement placés. 
De plus , si , parmi tôiites les pyramides triangulaires que Ton 
peut fiHiner en joignant'quatre sommets dans chaque polyèdre^ 
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Réciproqne. Si deux polyèdres sont entré eux ^comnie Us 
cubes des côtés homologues , ils sont semblables. 

Un raisonnement semblable à celui qui a été employé dans 
la seconde partie de la proposition précédente | prouvera l'ab- 
surdité de cette réciproqne. 

Remarques. 

I. Les propositions I ^ III ^ donnent lieu à des énoncés in* 
verses dont Tévidence se reconnaît avec la plus légère attention. 

II. L'absurdité des réciproques des propositions II , XI, 
XVII, XX est manifeste.; celle de la proposition IX est 
prouvée par la proposition X. 

III. Les réciproques des seconds énoncés compris dans le 
Cor. de la prop. XV, et dans les Cor. II des prop. XVIII 
et, XIX, se prouveront comme on Ta fait prop. VI. 

Les premiers énoncés de ces mêmes corollaires donnent lien 
à des réciproques que l'on démontrera- fwlement par: le rai- 
sonnement emplojé (Liv. III, Prop. I.) 
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dantes dans, Jb UM^.ftAfèdf9 ^ ma^Mum, étM W..m4cil4 

composés d'un même nom1)re de fi^j^,9^$«p(ib||i<)})le8 cliacwe 4 
chacune et semblablement placées. Or /à cause de la simi- 
litude des pyramides ^ les .angles spUdes correspondans seront 
égaux ; donc les polyèdres seront semblables. 

' ' •■'■•I, . I T ' M ' T* 

. m^Qirémtfs X^iv pyromides, ^inbtahhs â0»P €nir$ (nKei 

Réciproque. Si éeux pyramides sont' entré eUes csninie les 

î'^^Cqffiiâéroni Ist^b^è, deë pyiràifildeii ^iaîij^lalreç. Tfpus Fîg. ^. 
aurons, d'après T^fiô^fcé', ' ^ i. i./;;:::r 
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ou . . 

AB:DE::BC:EF::AC:DF::SA:TD::SB:XE::SC:TF. 

Les pjrramides SABC , TDEF ont donc leurs arêtes pro- 
portionnelles ; donc elles sont semblables. On voit cependant 
que la considération des pjrramides sjinétriqi^es dont nous 
avons fait usage, restreint la généralité de cette proposition. 

2**. Il n'en est pas de âiême des p}n:amidea polygonales; 
car la seule proportionnalité des côtés ne peut pas même éta-» 
bBr la similitude des bases de ces p}rramides. 

PROPOSITION XXL 

Théorème. Deux polyèdres semblables sont entre eux comme 
les cubes des côtés homologues* (Géom. Prôp. TPPfU.y 
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Réciproque. Les petits cercles sont d'autant plus éloignée 
du centre, qu'ils sont plus petits, 

Lemme. Les petits cercles également éloignés du centre , 
Fig. 6a. sont égaux. En effet , soient GH , IK deux petit» cercles quel* 
conques également éloignés du centre de la splière. Si de ce 
centre , on abaisse les perpendiculaires. CP , CQ sur leur» 
plans y les points P et Q seront leurs centrée. Puisque CP = 
CQ } par hjrpothèse, les triangles rectangles CPG^ CQK sont 
égaux, et Ton a fÇf =? jQK. ©onc , etc. : , {-, ^ i 

Réciproquement. Les petits cercles égaux ^ sont également 
éloignés du centre. Car les triangles rectangles ÇPG, CQK 
sont eàcore égaux dans ce cas. 

Soient maintenant EF , GH deux petits cercle» ilfègawt 
quelconques ; soit GH < EF , je dis qu'on aura ÇP >CO , 
CP, CO étant deux rayons' perpèrimculàires aux plans âes 
petits cerclés. Car, si^l'on pouvait avoir CP = CO, on aurait 
GHs=rEF : ce qui est contre Thypothèse. Si Ton supposait 
CP'<CÔ, il viendrait, d'après la directe / GH > li' : cé 
qui n'a pas lieu; donc CP>CO. Donc, etc. 

PROPOSITION IV. 

Fi''. 63. Théorème. Si Von mène le diamètre DL perpendiculaire 
au plan du grand cercle AMB , les extfémités D et L de ce 
diamètre sont les pôles du cercle AMB , et de tons^ les petits 
cercles, comme INK qui lui sont parallèles. (Géom. Prop. YI , 
Théor.) 

Réciproque. La droite DL qui jqint les pôles D et/L du 
grand cercle AMB et du petit cercle INK , passe par les 
centres de ces cercles et leur est perpendiculaire. 

Car puisque le point D est le pôle du cercle AMB, tous 
les arcs de grands cercles tels , que DM, sont égaux. Menons 
CM, CM, et joignons DM , DM. Puisque le point L est le 
pôl» du cercle AMB , les arcs XiM sont égaux ; donc l'ougle . 
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KDG=MDC ; donc les triangles MDC , MDC sont égaux ; 
donc MC=MC; donc le point C est 4e centre du cercle 
AMB. De plus CD est perpendiculaire au plan AMB ., pûis«* 
que cette ligne a deux de ses points conununs à la peipendi- 
culaire à ce plan , élevée au point C. 

Le même raisonnement sert à prouver que le point Q est le 
centre du cercle INR, et que DQ est perpendiculaire au plan 
de ce même cercle. Donc , etc. 

Remarques^ 

I. Les réciproques des propositions VII (Théor.) , XV 
(Schol.) XVII (Théor.), se démontrent par des raisonne-* 
m^ns analogues i ceux employés (Prop. VI , Liv. II , III , Liv. I, 
II, Liv.L) 

II. On discutera facilement les énoncés réciproques de ceux 
des propositions du LiY* VU dont jious n'avQn» pas fait men:« 
tîon. . 
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PROPOSITION PREMIÈRE. 



T, 



BéMèWê. Si f&n oMf^ nn <yUndrê par un plan pelpen-- 
diculàirê-à tk^êr^ là secti&n est un ctrdê égél à chacune des 
bases. (Géom. Liv. VIII, Défin. I.) 

Réci{>foc|ti<B. Si ton coupe tm cytindr^, de manière t/ue la 
section seit un cercle égël â ta hdse » et qui idt son centré 
dans taxe de ce cylindre^ le plan qui détermine une telle 
section , est parallèle à la base. 

Fîg. 63. En effet , soit ABCD un cylindre , coupé par un plan , de 
manière que la section soit un cercle égal à la base CD , et 
dont le centre O soit sur Taxe GH. Si le plan EF pouvait être 
incliné à la base , son prolongement irait rencontrer le plan de 
cette base. Donc si par un point quelconque K de cette intersec- 
tion et par le centre O, Ton mène la droite KF£ , et si par cette 
droite et l'axe GH , Ton conduit un plan , son intersection 
avec le plan de la base , sera la droite KGD; donc £F ne se- 
rait pas perpendiculaire à AD. Cela posé , du point F , abais- 
sons FI perpendiculaire à AD , on aurait FI = CD : or EF =r 
CD ] donc on aurait FI=:F£ : ce qui serait absurde. Donc^ etc. 

Remarque, 
La même propriété n'a pas lieu pour le cylindre oblique, 



/ 
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comme on s*en assurera facilement par un raisonnement à 
peu près analogue à celui déjà employé (Liv. VI , Prop. Y ) : 
mais nous nous dispenserons de le répéter^ parce que d'ailleurs 
la Géométrie élémentaire exclut ce corps. 

PROPOSITION JL 

Théorème. Toute section Jhite suivant Vaxe d^un cylindre 
est double du rectangle générateur. ( Ibid. ) 

Réciproque. Si un plan coupe Ui^ (ylindre^ demaniètB que 
la section soit un rectangle double du rectangle générateur ^ 
cette section passe par Vaxe. 

Car y si elle tlj passait pas^ son intersection avec la base 
du cylindre ne serait point pa diamètr« dé cette iiase : or 
il est évident que cette section est un rvctan^e de mémo 
hauteur que le rectangle générateur \ donc puisque , par by^ 
pothèse y ce rectangle est égal au double du rectangle géné- 
rateur y leurs bases seront égides : ce qui ^e peut être qu'au- 
tant que le plan qui détermine la section, passe par Vaxe du 
cylindre. 

PROPOSITION IIL 

Théorème. Si Ton coupe un cône par un plan parallèle a 
sa base y la section résultante est un cercle^ (Géomet. De-- 
finition II.) 

Réciproque. Si ton coupe un cône de manière que la section pi^. 5 
résultante soit un cercle qui ait son centre dans Vaxe de ce 
cône, le plan qui détermine une telle section, est parallèle à 

la hase. 

En effet , soit S AB un cône coupé par tm plan , de manière 
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que la section DE soit no cercle ayant son centre Ô sur Taxe 
SC; je dis que ce plan est parallèle à la base AB. Car^ û le 
plan DE pouvait être incliné à la base^ son prolongement 
irait rencontrer le plan de cette base. Donc, si par un point 
quelconque K de Tintersection et parle centre O, Ton mène 
la droite K£D, et si , par cette droite et par Taxe SG , on 
conduit un plan , son intersection avec le plan de la base sera 
la droite KBA: on aura donc dans le triangle ASB une ligne 
DE qui sera coupée en O par la ligne SC, de manière que 
AC : DO : : CB : OE , d'où Ton conclurait (Liv. III , Prop. XI), 
que K£D est parallèle à AB : ce qui est absurde. Donc , etc. 

Remarque. 

Il existe dans le cône oblique , que nous ne coiindérons pas 
ici I une section appelée fuiti-paraUèle qui jouit de la pro- 
priété énoncée. 

PROPOSITION lY. 

I1|» ttl Théorème* La surface convexe d'un tronc de cSne , est égale 
à son ciîé mulUpHé par la drconfértnce dune section faite 
fi r gaies distances des deux ia^es. (Géomét. Prop. YUI, 
Théor.) 



Réciproque^ 5i ton coupe un c6ne SAB par un ptan DE^ 
de maniènye que la surface convexe du solide ABED ^ soii 
f^le au produit de BE par la cinconferemce que détermine 
Un plan conduit par le milieu de la pnvpemfiailaîre tAaissee 
dun point quelconque du plan DE sur le plan de la base 
AB ; fe dis que le plan DE est panalJèk a la hâte AB. 

^.XK t^eX , Â k plan DE n est pas paraD^ an plm AB , 
m>it K W ^y^it>t W p1w>< rlev^ d* ce plan : par le point E, oon- 
<hiiiH>vtô vtn pkn pavallèk 4 k ba^ AB^ et , âe ce mamt poiatj 
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abaissons EP perpendiculaire an plan AB. Soit M le milieu 
de EPj et y par ce point , conduisons un plan qui détermine 
le cercle FG. Nommons S la surface convexe du solide ABED^ 
et S' celle du cône tronqué ABEK : on aura^ par hypothèse , 
S = EB X FG, et, en vertu de la directe , S' = EB X FG. 
D*où Ton conclurait S == S' : ce qui est absurde. Donc^ etc. 

Remarques. 

I. La proposition VIII (Théor.) admet une réciproque dont 
la démonstration est indiquée par l'énoncé. 

II. On se convaincra sans peine que la proposition XII 
(Théor. ) ne donne pas lieu à réciproque. 

III. Le théorème compris dans le problème de la propo- 
sition XIII, admet une réciproque que Ton démontrera très^ 
facâement ab absurdo. 

ly. La démonstration de la réciproque de la proposition 
7CVIII (Cor.) est analogue à celle que nous venons de donner 
delà proposition VIII. (Théor.) 

V. On discutera facilement les énoncés réciproques de ceux 
des propositions dont nous ne faisons pas mention. 
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RECUEIL 

DE THÉORÈMES ET DE PROBLÊMES. 



Sur les Lignes et sur les Triangles^ 

Jl ROBLÈME I. Deux droites et un point étant donnés , mener 
par le point une ligne qui aille passer par le point de concours 
des deux droites, 

Fig. ce. Soient CD, £F les deux droites qui conConrenty et A le 
point donné. On mènera E/C^ F}) parallèles entr^ elles» on 
joindra A et E ; puis par F on tirera FB parallèle à EA ^ et 
égale à la quatrième proportionnelle aux droites £C , FD et 
EA; la droite AB prolongée ira passer par O. Cette cons- 
truction donne les proportions 

EC : FD :: eo : fo i „, -.^ __.._. ^ „ 
ea: fb :: eo : Foj ^^" ^^ • ^^ • ^^ • ^^- 

Ce procédé est utile lorsque , dans le développement co- 
nique , les méridiens se rencontrent fort loin du centre de la 
carte : nous laissons au lecteur à Tétendre au cas où le point 
A serait donné entre les droites EF , CD. 

Fig. 67. On trouve dans le n® 8 de /a Correspondance sur t École 
Impériale Polytechnique , cette solution très-commode , en 
ce qu elle n* exige que l'usage de la règle. Le point A donné 
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itâBt entre £F f CD , on mènera par A deux droites quel-* 
conques gAh , fAk y puis les droites hfet kg qui, prolongées^ 
18 couperont en / ^ par / on mènera la droite quelconque In, 
qui rencontrera £F en m; on joindra km, gn qui se cou- 
peront en B, et la ligne AB prolongée ira passer par le point 
de concours des droites £F , CD. 

Si le point A est hors de l'angle des deux droites , on mènera 
par ce point deux droites quelconques Ah , Ak qui couperont 
£F dans les points^et g : on joindra gfiyfk qui se couperont 
en /; puis on tirera Alm qui rencontre £F en n : les droites p|g^ ^ 
t hm , mg'y mfy kn se rencontreront en B et 1 1 et les trois points 
I, A, B seront sur une droite qui ira passer par le point de con- 
covrs des droites £F et CD. 

Nous laissons à chercher les raisons de ces constmetioos. 

Théorème I. Si, à partir du sommet A d*un triangle ABC^ Fig. 69. 
0» diuise les cêtés contigus 'AB , AC , en parties propotthon" 
nelles, de manière que Von ait 

jj} : AE :: df\ eg :: fh : c/ :: hb:ic, 

it qu'on joigne les point B e^ C avec les points de division 
correspondons , par les droites BE et CD , BG et CF, BI 
H CH y toutes ces droites se couperont deux à deux sur kt 
ligne- menée du sommet du triangle au milieu de la base. 

En effet, soit M le milieu de la base BC : par le point M 
et par le point O menons MO ; je dis que cette droite ra passer 
par le point A. D'abord DE sera parallèle à la base BC , puis- 
que de la suite de rapports égaux donnée, on tire 

AD: AE::DF+FH+HB ou DB:EG+GI + iC ou EC. 

Cela posé, soit la ligne MO prolongée jusqu'en K : les» 
triangles OBM , OKE semblables donnent 

BM : MO :: ek : ko^ 
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des triangles semblables OCM , OKD , on déduit 

CM : MO :: dk : ko. 

L'égalité des conséquens de ces deux proportioiiè, donne 
cette proportion entre les antécédens ^ 

BM:CM::EK:DK; 

donc DK = K£ ; donc la ligne MK prolongée passe par le 
point A. On prouvera de la même manière que les droites BG, 
CF^ ainsi que les droites BI, CH se coupent sur la ligne AM. 

Fig. 70. Corollaire I. H suit de là que tes droites AD » BE, CF^ 
menées des trois sommets d!un triangle ABC aux milieux des 
côtés opposés, concourent en un même point O, 

On peut encore démontrer directement cette propositiMi 
comme il suit. 

Problème II. Soient D, E, F les milieux des trois côtés 
d'un triangle quelconque ABC; formons le triangle DEF i 
soient G, H, I les milieux des trois côtés de ce nouveati 
I^'ig- 7<* tricÊngle , qui donnent le triangle GHI; formons de la mémi 
manière un troisième' triangle KLM , et ainsi de suite : or 
demande un triangle dont la sur/ace soit la limite de la sommi 
des surfaces des triangles DEF, GHI', KLM, etc. formés di 
cette manière. 

Nommons S, S', S*, S", les surfaces des triangles ABC 
^ DEF , GHI , KLM , etc. désignons par b la base BC di 
triangle ABC, et par h sa hauteur : il est facile de yoii 
qu*on aura successivement 

<. ** ç/ ^^ c# _ *^ c» _ ** ' * 
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?5 



I>onc 



bh 



S' + S' + S' -h etc.~ Eh ' 

^ ^ ^ ?^Xa + l^+l^ + etc.) 



ï + Tg + à + etc. 



Or (Alg., i"Sec5t. , Ch. XVI), la limite de la «érîe 



et 



S' + S" + S-'+.etc.."-i' 

S : S' + s^ 4- S"' + etc. :: 3 : 1. 



/ 



Si maintenant nous divisons la base BC en trois parties égales, 
il est évident que chacun des triangles ABN, ANR, ARC ré- 
soudra la question proposée. 

Corollaire I. Menons les lignes AD, BE, CF : elles passeront 

parlés sommets des triangles successifs D£F , GHI , KLM , etc. 

^ le dernier de ces triangles est un point ; donc les lignes me- 

' nées des sommets des trois angles d'un triangle , aux milieux 

des côtés opposés, se coupent en un point. 

Nous donnerops une autre démonstration de cette propo^ 
sition. 

A, By^C étant les trois sommets dun triangle,. D, £» F Fig. 70. 
les milieux des côtés opposés , AD , CF se rencontreront en 
un point O ^ et il reste à prouver que la ligne B0£ sera droite. 
Menons £D qui rencontre CF en K -, les triangles semblables 
BOF^ £OK donnent la proportion 

BO: BF :: £0 : £K, 

et multipliant les conséquences par 2 , 

BO : aBF ou BA :; £0 : 2EK ou ED. 
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la anbstituâon de ces valeurs dans l'égalité précédente , donne , 
après les réductiohs/la propriété énoncée. 

CorolL I, De Tégalité qa*on vient de démontrer ^ on déduit 
ceQe-ti : 



DO -f EO +F0 = ï^ ( AB + AG + BC). 

Si le triangle ABC était équilatéral , on aurait SSo i= -^ AB * 
doù AB zsA laDO, ce qui fournit cette proportion 

ÀB : DO :: i/ia : i , 

que nous démontferonè ea partant d'autres principes» 

Problème. III. Etant données trois droites de position , quê 
nous supposons se rencontrer deux à deux^ et un uîangl^ , 
construire, 1®. n/l triangle équivalent; o!*. un triangle sem^ 
htable , sous la condition que chacun des sommets soit sikié 
sur chacune des lignes. 

i\ On mènera entre deux des lignes données,. une transversale 
égale au côté pris pcfur base du triangle donné > puis en un 
point quelconque de cette transversale , ayant élevé une per- 
pendiculaire égale à la hauteur du triangle , on mènera. par 
wn extrémité une parallèle à la transversale, qu'on prolongera 
jusqu'à la rencontre de la troisième ligne donnée : joigriàîit 1^ 
point avec les deux extrémités de la transversale , on aura le 
triangle cherché ; en elFet ce triangle a même base ,et mêmQ 
hauteur que le triangle pressé , et de plus ses trois somnrets 
sont sur les trois lignes* 

a«. RS, ST, TR étant les trois ligaes données, on fera 
le triangle NtiQ égal au triangle âomré; puis menant la droite 
RQ prolongée jusqu'à la rencontre de ST en P , on tirera les Fig. 7a. 
parallèles PM , Vm à QN , Q/i , et joignant m, M , le triangle 
mMP sera celui qu*on cherche ; car les triangles n(^N, mPM Ont 
les angles égaux P et Q entre deux côtés propoititimièis. ' 
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On observera que la qtiestion de constmire un triangl* 
équivalent à un triangle donné , sous la condition prescrite 
dans renoncé y n'est impossible que dans un seul cas. 

Théorème III. Les trois hauteurs d'un triangle quelcomfoe, 
concourent en un même point. . 



T\%> :3« Soit ABC un triangle quelconque ; des points B et C i 

sons les perpendiculaires BQ^ CP sur les côtés opposés^ et 
soit O le point de rencontre de ces deux droites ; menoni 
la ligne AOR ; je dis que cette ligne est perpendiculure at 
côté BC. En effet» si sur BC et AO comme diamètres, nous, 
décrivons deux cercles » chacun d*eux passera par les points P 
et Q (Géom. , Liv. II , Prop. XVIII , Cor. II). Joignon» QPj 
l'angle PAO ou BAR = PQO ou PQB : or PQB = PCB ; doiib 
BAR = PCB. Or les triangles BAR , CPB ayant deux angjei 
égaux chacun à èhacun , savoir BAR et PCS ) ABR et PBC^ 
les troisièmes le sont aussi 5 donc ARB = BPC ; ainsi l'anj^é 
ARB est droit. Donc ^ etc. 

Voici une seconde démonstration de la même proposition. 
Fig. ^3; Soit O le point d'intersection des deux perpendiculaires àJk^ 
BQ ; soit O (*) celui des perpendiculaires CP , AR : tout se- 
réduit à prouver que OR =: O'R. Or le triangle BQC étant 
semblable et au triangle BOR et au triangle ARC, ces deux 
derniers sont semblables, et donnent la proportion 

BR : AR :: OR : CR, 

d'où 

BR X CR = AR X OR. 

Des triangles semblables CO^R ^ ARB ^ on tire 

BR : AR :: O'R : CR ; 



ril 



{*) On n'a pas placé le point 0' dsins la 0garc, parée cpiUl est facik 
4e se le repr^enter. 
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donc 

BR X CR = AR X' O'R J 

ces deux égalités donnent OR = (XR» D'où il suit qu« 
les points O e^ O' sont un seul et même point. 

On sait (Géom* liy. II, Prob. XV^ SchpI.) que les trois 
lignes qui divisent également chacun des . trois angles d'un 
triangle , concourent en un même point > savoir au centre diic 
cercle inscrit. Le centre du cercle circonscrit jouit aussi d*iul^ 
propriété semblable; il est le point de.; concours des trai 
perpendiculaires élevées sur les milieux des trois côtés. ; . 

Il existe entre ces deux propositions et celle que nous Te^ 
nons de démontrer > une filiation remarquable. Soit ABC lepir. r.4. 
triante donné , et soient a^ 6 ^ c les milieux des côtés res- 
pectivement opposés aux angles A^ B^ C. Formons avec 
ces ppints le triangle abc, qui aufa ses côtés parallèles à 
ceux du triangle ABC ; donc les perpendiculaires élevées sur 
les milieux a, b, c des côtés du triangle ABC , deviendront 
des perpendiculaires abaissées des sommets a, b , c du trian- 
gle €tbc sur les côtés opposés. Si donc l'on veut démontrer 
primitivement que les perpendiculaires élevées sur les milieux 
des côtés du grand triangle , concourent en un même points 
6n' sera rainehé à démontrer le concours des perpendiculaii*es 
abaissées des sommets du petit triangle sur les côtés opposés. 

Or avec les pieds </, b\ c* de ces dp'nières , formons le 
triangle db'ff } sur lès côtés ab, ac, bc^ décrivons les demi- 
circonférencçs aVa'by a^dcy bdVc : elles passeront par les 
^ints y, d\ c\a'', b\ ç\ (Géom., Liv. II , Prop. XVIII, 
Cor. II). Cela posé^ les angles adV et abV sont égaux; il en 
ist de mênii^^ dés an^es at/c^ ace' , Mais les triangles abV :^ 
ticd ayant Tangfe a commun* et chacun un angle droit , il 
I ensuit que l'angle tiJbl/ 1= açd ^ donc aussi adb' = adc'. On 
prouverait de mémç que Tangle bb'd zzzbtfc^ et cc'a! =z cc'V -^ 
donc les lignes aJ^ bb\ ce' divisent en deux parties égales 
les angles du triangle db'c', et conséquemment elles conCdu^ 
reat en ua même point, Donc^ etc. . / ; 
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La difficulté serait donc réduite à faire voir que les lignes qui 
divisent également les trois angles d'un triangle, se coupent 
eu un seul point, ce qui est démontré. 

Remarquons que ce point , et ceux qili sont les concours 
des perpendiculaires élevées y des perpendiculaires abaissécîs, 
et des lignes menées des sommets des angles d*un triangle a«x 
milieux des côtés opposés ^ sont confondus en nn Àeul dans le 
triangle équilatéral. On s*)as8urera sans peine que , lorèqull 
s'agit d*un triangle^ isoscèlë , tous ces points sont situés sur h 
hauteur de ce triangle. 

' Théorème lY . Mais , indépendamment de toute forme par- 
ticulière du triangle , les ' trois derniers points mentionnés , 
c'est-à-dire , le centre du cetcle circonscrit , le point commun 
des trois hauteurs , celui des trois lignés menées^ 'de chacun 
des angles au milieu du côté opposé , sont toujours en Ugnâ 
droite. 

Fig. 75. Supposons que des sommets A et B on ait mené deux lignes 
quelconques AO , BM , intérieures au triangle ; qu*on ait joint 
ces sommets avec les milieux G et H des côtés BC , AC ; et 
qu'enfin, par G^ H, on ait mené les lignes GlP , HF respec-' 
tiyement parallèles à AÔ , BM , je disi que lé$ trois ^int* 
D, £j F seront en ligne droite. • 

En effet -, les deux triangles BDI , HFK semblables à eause 
de HF parallèle à BM , et de GF parallèle à DI , donne&t 
la proportion 

DI : FK ::'Bi : »k. . 

Les deux triangles HKG , ÀIB sembl^Ies » parg^ que, îûH 
est parallèle à AB , et que GK Test à AI , donnen!^ 

Bi : HK :: ai : gk. . - 



I 



'I • ' 



Ce» deux proportions ayant un rapport commun , fournissent 
la suivante : 

DI : FK :u Kl : Gr. k 
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Des deux triangles AEÏ , EKG semblables , parce qu'ils 
©ut tous les côtés parallèles , on déduit 

AI : GK :: El : ek. 

Mais cette proportion et la précédente ayant encore Id 
rapport commun AI : GK , donnent la suivante : 

9 

Di : FK :: El : ek , ou di : El :: fk : ek. 

L*angle FKE étant égal à l'angle ETD , on peut conclure que 
les deux triangles EKF, EID sont semblables, comme ayant 
un angle égal compris entre deux côtés proportionnels; donc 
Tangle FEK == HED ; donc FED est une ligne droite (*). 

Qu'on suppose maintenant que les deux droites BM, AO 
deviennent perpendiculaires sur AC, BC ; leurs parallèles HF,' 
GF deviendront des perpendiculaires sur les milieux des côtéa 
AC , BC y les lignes AG , BH ne varieront pas de position ; 
mais alors la perpendiculaire menée du troisième sommet G 
sur le côté opposé AB , passera par le point de concours de» 
deux autres; il en sera de même de la troisième perpendi- 
culaire élevée sur le milieu de BC , par rapport aux deux au- 
tres, ainsi que de la ligne menée de C au milieu de AB ; et, 
dans ces hypothèses particulières , les triangles employés pré- 
cédemment , restant semblables , on aura les mêmes propor- 
tions et la même conclusion par rapport apx tr#is points de , 
concours de ces nouveaux systèmes de lignes. Donc , etc. ' 

Théorème V. Si d'un point quelconque pris dans Vintérieur 
d'un triangle équilatéral, on mène des perpendiculaires sur 
les trois côtés ^' leur somme sera égale à la hauteur dit 
triangle. 

Joignant le point O avec les points A > B , C , on a «. ^ 



{*) J'ai résolu aotrement cette question daos mes Ël^mens de GéoxncU:i« 
analytique. 

6 
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surf. AOB = AB X i RO 

et surf. AOC = AC X è QO , 

surf, BOC = BC X i PO. 

^Ajoutant ces trois égalités membre à membre , et obser— 
yànt que , par hypothèse , AB = BC = CA , il viendra 

surf. ABC == BC X i (RO + QO + PO) : 

oc, on a d'dutre part, suf. ABC = BC X iAH ^ donc 

RO + PO + QO = AH. 

A cette occasion, nous nous proposerons la démonstration 
de cette propriété : si des trois sommets (Tun triangle , on 
abaisse des perpendiculaires sur les trois côtés , les trois parties 
de ces perpendiculaires entre le point de concours et les som-^ 
Tnets , valent en somme les diamètres des cercles inscrit et cir-* 
» - conscrit . 

Fig. 71. .Théorème VI. Si dans le triangle A D€ , on joint le som- 
met D avec te milieii E de AC ^ et qu'on divise DE en 
deux parties égales en I, la droite AIR donnera 

DR^^DC, d'où CR = f iDC = |.— = ^, 

Ce théorème n'étant qu'un cas particulier du suivant, nous 
en laisserons la démonstration directe à rechercher. 

Fig. 70. Théorème VII. Si par un ppint quelconque O de ia droite 
BE menée du sommet B au milieu de la base AC^ on tire la 
droite ÇOF, et que par F on mène à AC ta parallèlle FD 
les trois points A, O , D sont en ligne droite. 

Pour le prouver , menons ly, Dd parallèles à BE , et on 
aura p^r -imite de I4 .tîonstruction , Ef:^'Ed, à cause de 
]PL =: LD. ; donc Af = Cd. Or puisque la ligne COF est 
droite, oj;i a 

cf'.Ff:: ce:eO; 

eu supposant que la droite AD coupe BE en un point x 
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éSFerent de > on a , en outre 

Ad l Bd :: AE : E:p. 

Mak^ les trois premiei:s termes 4o cette seconde proportion 
sont égaux aux trois prexuiers termes de la précédente ; doue 



y . 



Ex = EO. 

Maintenant posons XE = m , AF=:p , FB =s 7 , £8= ft ; 
les triangle* semblables ABE, AF/* donneront 

et les triangles semblables F/C , OEC donneront 

D'où il suit que si on a EO = OB =; j A , ce qui est Tbypo- 
thèse précédente , on trouvera 

h jih- 

î p^ uq* 



y 



donc p=fl^| ou AF = aFB, et par suite , CD=aDB. 

Problème lY- Etant- données deux parallèles FG , jéL , 
on propose de mener par B une ligne BÂ , telle que la diffé* ^^' ' 
rente EA'^BE soit ég/ale à une ligne donnée. 

Par le point B je mène là droite BK sous tme position 
«iiitraire , et je prends €1= BC ; par T- je mène IH parallèle 
à, AL i d'un point O quelconque et d'ïmf rayon égal à là ligne 
donnée , je décris un cercle^ je* mène'le rayon OM, puis BA 
parallèle à OM , ensorte que BA sera la ligne demandée. Ei^ 
effet, PI parallèle à EC donne 

BC : CI :: BE: ep-, 

or BC = CI , donc BE=EP , EA — BE = EA— EP= PA 

=: OM s=: la ligne donnée. 
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. Si le point B est d*une position telle , que le point I tombé 
en K , alors la ligne AP est nulle et la question est impos- 
sible , puisqu'alors B£ = £A. 

Si le point B est en B', de sorte qu'ayant pris CV = Cff, U 
parallèle VW laisse le cercle de OM au-dessous d*eUe ^ on a 

E' A' — E'B' = E'A' — E'P' = P' A' > OM , 

et alors la question est encore impossible. 

Remarqué. 

On observera qu^il serait plus simple de mener la ligne BK 
ou BO perpendiculairement aux parallèles , et de décrire de 
O^ comme centre , une demi- circonférence avec la diijférence 
donnée. 

Problème V. On donne deux lignes AB^ CD qui se rap^ 
prochent , mais qu'on ne peut prolonger jusqu'à leur concours , 
et on propose de diviser ^également t angle que doivent faire 
ces deux lignes à leur point de rencontre. 

Joignant deux points quelconques A et C de ces lignes ^ 
on divisera également les angles BAC , DCA par les lignes 
p^. 78. -^O , CO qui se couperont au centre du cercle inscrit au 
/triangle , ensorte que comme les perpendiculaires OF sur CD 
et OG sur AB sont égales , le point O sera Tun de& points 
de la droite cherchée : pour en avoir un second point , par le& 
droites HO', lO', on mènera une transversale quelconque HI , 
puis divisant les angles BHI y DIH également ^ on mèntera la 
droite OO' qui résout la question. 

Fig. 79. Autre solution. On peut par A mener une parallèle AM 
à CD , diviser Tangle KAM en deux parties égales par la 
droite AÇ , et élever sur le milieu de AC une perpendiculaire ^ 
qui résoudra la question. 
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iProblème VI. Étant donnés la base AB d*un triangle y sa Fig. 8o, 
hauteur AC et le rectangle ACyCs AE des deux, autres côtés, 
construire ce triangle. 

Ayant disposé les droites AB, ACà angle droit., on élèvera 
sur le milieu D de AB, une perpendiculaire que Ton coupera 
en quelque point G , de manière que AG == AF ;;x-5 AE. Puis , 
du point G, comme centre, et avec AG comme rayon, on 
décrira un cercle AJVIBKI ; enfin , par le point G menant la 
ligne CIK parallèle à AB, et joignant Vun des points d'inter- 
section avec A et B ^ on formera , par exemple , le triangle 
lAB qui est celui qu'on cherche. Car d'abord il a 1^ hjfuteur 
requise , puisque la perpendiculaire IL abaissée du point I suf 
AB i est égale à AC ; en second lieu , menons le diamètre IGM 
et joignons MB : les triangles semblables lAL , IMB donnent 



«. . • * V» 



IL:IA::IB:IM, d'où iaxib=ilxim=ac><ae; 



• ■ 



On observera qu'on peut toujours changer le rectangle donné 
des deux autres côtés dans celui de la hauteur par une autrç 
ligne. 

Problème Vll. Étant donnés la base , la hauteur et le rap" Fig. 8f . 
port de deux autres côtés d'un triangle , construire ce trîaàgle. ' ' 

Soient BD la base , H la hauteur données , et supposons que 
les deux autres côtés du triangle cherché , soient entre eux 
:: S ! R. Divisons BD au point E, de manière que l'on ait 
BE : ED :: S I R, et par ce même point E menons une perpen- 
diculaire à BD. Ayant fait EH=H , prenons El = — — « — ; . . 

par le point C milieu de BD , menons ACM parallèle à HI, 
et sur El comme diamètre , décrivons un demi-cercIe^ELMI 
qui coupera ou qui touchera la droite AM. Enfin par uîi des 
points d'intersection M , ou par le point de contact , et par 
le point E , menons une droite qui coupe en N la-parallè!» 
FG à BD menée par le point H ; je dis que NBD sera le 
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triangle cherché. Car les triangles semblables NHE , IME 
donnent 

NE:IE::HE:EM, ou NExEM=IExHE=BExEDj 

•dond (Rjécip. Liv. III, Prop. XX) ^es quatre points B, N, 
D, M, sont sur une même circonférence dont le centre est sur 
AM ; donc farc BM==MD , et conséquemment l'angle BNE= 
END; doic (Géora. Liv. III , Prop. XVII) BN \ ND :: BE 
Z ED :: S : R. Dé plus, la hauteur NQ du triangle JJVD eat 
égale à EH , c'est-à-dire à H. 

On voit qtielle restriction il faut mettre à Nnoneé, pour 
que ce '(Problème soit possible. 

Problème ^ VIII. Étant données la base, ig, hauteur et là 

somme des deux autres côtés d^un triangle , construire ce 

triangle. 

Tig. 83. Soient BD , DF et BE la base , la hauteur et la somme 

données ; dû point B pris pour centre et d'un rayon égal à BE , 

décrivons tin arc indéfini HEZ. Sûr le prolongement de DF, 

perpendiculaire à BD , prenons FG = FD , et par les points 

p. et G faisons passer un cercle tangent au cercle HEZ (*) ; 

• le centre A- de ce cercle sel trouvera nécessairement^ sur la 

' perpendiculaire FA à DG élevée au point F, et le triangle 

ABD sera celui que Ton demande. Car (Géom. Liv. H, 

Prôp. XIV , Cor. ) , la ligne BAH = BE étant droite , on a 

AB + AD = BE. D'ailleurs la hauteur AC = DF. 

Problème IX. Étant données la base ^ la hauteur et la 
. différence des deux autres côtés d'un triangle-, construire ce 
triangle. 

m 

Fig. 83. Soient BD, DF , BE la base, la hauteur et la différence 
données. DF étant perpendiculaire à BD , on prendra sur son 
prolongement FG = DF. Parles points D et G , on fera passer 



(*) Oa trouvera plus loin la sokilion de ce problème. 



/ 
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un cercle tangent à celui qui a pour rayon BE ; et si A est 
le centre de ce cercle , ABD sera le triangle demandé. 

Problème X., Étant donnés la base , Ut hauteur et l'angle 
du sommet d'un triangle 9 construire ce triangle. 

Soient AC la base donnée , CF la hauteur donnée , et Z Fig. 84. 
Vangle du sommet du triangle cherché. Au point A , faisons 
l'angle BAC complément de Tangk Z; par les trois points 
A, B, C faisons passer un cercle , et par le point F extré- 
-mité de la hauteur CF perpeudjcufeire à AC, menons FG 
parallèle à AC ; joignant GA et GC , GAC sera le triangle 
requis. On examinera les deux cas de Fangle Z droit et ottus. 

Problème XI. Étant donnés la base y t angle opposé et la 
somme des deux autres cotés d'^n triangle , construire ce 
triangle. 

' Soient AB la base donnée et PQ k soinme des à&n% aptres pjg^ §5, 
. côtés ; soit Z Tangle donné. On décrira sifr AB pn segment 
AMB capable de Tangle Z; du point M milieu de Tare AMB, 
comme centre , et avec un rayoa égjil à MA , on décrira un 
cercle que Ton coupera en K par un arc décrit du point B 
comme centre , avec un rayon = PQ : enfin on joindra KB 
qui rencontre en C Tare AMB, et CAB-sera le triangle re- 
quis. En effet (Récip. Liv. Il , Prop. IX) , l'anjgle ACB ayant 
pour mesure Tare AEB , est doublé de Tangle AKB ; donc le 
triangle CKA est isoscèle et donne CK = AC : de plus , en 
vertu de notre construction, Tangle ACB = Z. 

Nous observerons que, dans ^ le cercle AEBR'K , la plus 

grande *corde étant le diamètre B]L\ le périmètre du triangle 

, isoscèle BMA, sera toujours plus grand que celui de tout autre 

triangle BCA, et qu'il sera un maximum absolu entre le» 

contours des triangles construits d'après Ténoncé. 

On. pourra s'exercer à résoudi^ cette question qui a de 
l'analogie avec la précédente : Étant donnés la base, l'angle 
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opposé et la différence des deux autres côtés d'un triangle j 
construire ce triangle. 

Fig. 86. Problême XII. Etant données les longueurs des trois lignes 
jiM, BM'y CM" menées des sommets des trois angles (Tun 
triangle aux milieux de^ côtés opposés , construire le triangle. 

Par le point A menons AD, AE respectivement parallèle» 
aux droites BM', CM" \ à cause des triangles semblables BOM, 
DAM; COM, EAM et de MO = i AO , on aura (p. 7S, Cor.) 

DB = BC = CE ; 

et, les triangles semblables ADC , M'BC ; ABE , M"BC don- 
neront 

AD = sBM' , AE = flCM". 

Ainsi, dans le parallélograftime DAEF dont les côtés AD, AE 
sont doubles de BM', CM", la diagonale AF sera double de 
AM (Géom. Liv. I, Prop. XXXII). Si donc on construit un 
triangle ADF dont les côtés soient doubles des trois lignes don- 
nées , et qu'ayant achevé le parallélogramme ADFE , on divise 
DE en trois parties égales DB, BC, CE, le triangle BAC sera 
celui qu'on cherche. 

TTiéorème F'IIL Nous placerons ici une démonstration tout- 
à-fait neuve de la proposition du quarré de Vhypoténuse : elle 
ià sur toutes celles dont on est en possession , l'avantage de 
n'exiger que la connaissance des principes du premier livre de 
la Géométrie. 

Fig. 87. ^o^^ ABC un triangle rectangle en A : sur les trois côtés 
de ce triangle , construisons les trois quarrés BCMN , ÀCDE 
et AHIB : par les points B et C , menons BP , CP parallèles 
aux côtés AC , AB ; ces lignes seront les prolongemens dés 
côtés BI et CD , et le triangle BPC ainsi construit , sera égal 
au triangle ABC. Des points M et N, abaissons sur les pro- 
longemens de CP et BP , fcs perpendiculaires MQR , NftS : on 
formera de cette manière^ trois triangles' QMC > RNIVI , SBN 



, \ 
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. égaux chacun au triangle PCB , et le quarré BCMN 'de l'hy- 
poténuse se composera de ces quatre triangles et du quarré 
PQRS. Prenons d'abord AF z= AH = AB , et achevons le 
quarré AFGH , puis CK -=. AB , et par le point K menons 
KL parallèle à AE; enfin prolongeons GF jusqu'à la rencontra 
de KL en O , et joignons KD , KG. La figure HCDËFG qui 
est la somnpie des quarrés formés sur les côtés AB , AC , sera 
aussi décomposée dans les quatre triangles HGK, GKO, KLD,' 
KCD égaax.au triangle ABC, et dans le quarré EFOL qui est 
égal au quarré PQRS , puisqu'ils ont l'un et l'autre pour côté 
AC — AB, Donc le quarré de l'hypoténuse est égal à la somma 

des quarrés construits sur les deux autres côtés. 

\ 

V 

Remarques. 

On peut parvenir à la même conclusion , par la construction 

que nous avons faite dans le quarré BCMN , en supposant 

la mesure des surfaces. Car la surface du triangle CPB étant 

CPXBP CPXAC ABXAC , ,v , ^ . ^^^^ ' 

• = = , et celle du quarré PQRS 

^ ^ j 

étant égale à ( AC — AB)% la surface totale du quarré BCMN 

sera 

ûAB X AC + (AC — AB)* = ÂC*+ AB. 

liOrsque le triangle rectangle ABC est isoscèle, le quarré 
PQRS €st nul; ainsi /'a'Ve du quarré fait sur l'hypoténuse d'un ' 
triangle rectangle isoscèle , est quadiiiple de celle de ce triangle, ' 

"ïliéorème IX. Les deux lignes BF ^ CE , ainsi que la 
perpendiculaire AD abaissée du sommet de V angle droit d'un pig. 33, 
triangle rectangle ABC, sur l'hypoténuse BC , se coupent en 
un seul point O. 

AF , AE sont deux quarrés construits sur les côtés AC , AB 
de l'angle droit. Soit O le point d'intersection de CE avec 
AD ; je dis que BF coupera la perpendiculaire AD au mêm# 
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point. Car si elle la coupait en O', à canse de FH perpen- 
diculaire sur BC , on aurait la proportion 

BH : FH :: bd : do' ; 

mais le triangle FCH est égal à ADC , parce que l'angle 
CFH = BAD = ACD. Il en est de même des triangles ABD, 
£BG| £G étaiit perpendiculaire sur BC : on a donc 

CH = AD, FH = CD, GB = AD, EG = BD. 

Mettant donc pour BH et FH leurs valeurs dans la propor- 
tion précédente , on aura 

BC + AD : CD :: bd : DO'. 

Les deux triangles EGC et ODC donnent aussi la pro- 
portion 

CG : CD :: ge : do, 

laquelle^ en substituant à CG et GE leurs valeurs trouvées 
précédemment, devient 

cb + AD : CD :: bd : do. 

On a donc DO' = DO. Donc .etc. 

Théorème X. Démontrer les deux fonnules 

BCz=: JM + AC^zç: î^AB x AD. 

' Fig. 89. Sqp les trois côtés du triangle ABC , je forme des quarrés , 
et de chacun des angles A, B et C; je mène des perpendi'- | 
culaires. sur les côtés opposés ^ prolongées jusqu'en M ^ Q et j 
P : on sait que ces perpendiculaires se coupent en un point \ 
R. Les deux triangles ABE , RBC étant égaux , les rec- 
tangles BIME , KBDP dont ils sont les moitiés , seront au^ 
égaux; il en sera de même des rectangles IMFC, GQOC. • 
Le quarré construit sur BC est donc égal aux deux rectan- 
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gles BP^ C(^; mais ces deux rectangles valent la somme des 
quarrés faits sur BA , CA , moins celle des rectangles DP' , i 
OQ\ n reste à faire voir que DP' + OQ'=aABX AI), ou 
seulement que DP' = OQ', puisque DP =a AB X AD. Or le» 
triangles semblables AOB , ADC doi^nent la proportion 

AD : AO :: AC : AB, 

d'QÙ Aî>XAB = AOxAC, ou DF=;OQ'. 

Il ne sera pas difficile de prouver le second cas de la pro- 
position* Cette démonstration a Tavantagç ^e ressembler à 
celle qu'adonnée l'auteur, dans le cas du triangle rectangle. 

Remarque,, 

Lorsqu'il sera question de la pyr^unjde triangulaire , nous 
démontrerons sur le quarré de Taire de la face opposée àTangle 
trièdre droit, comparé aux quarrés des gires des trois au^treai 
faces, un théorème analogue au quarré de l'hypoténuse. 

Problème XIIL Élever une perpendiculaire à l'extrémité A 
d'une droite AB quon ne peut prolonger * 

Du point A on prendra sur AB quatre parties égales | ù\x ' 
point B comme centre avec cinq de ces divisions comme Fig. go; 
rajron , on décrira un arc qu'on coupera en C par un autre 
arc décrit de A comme centre avec trois des mêmes parties. 
La ligne AC sera la perpendiculaire cherchée. 

Théorème XL Si des dsux centres A et B, et avec les rayons ' 
AP y AQ , on décrit des arcs qui se coupent enP et^, Ç ^^ q» fig. 91/ 
Jes points Ç , JP, p, q*o»f en ligne droite; 12°. les droites AB 
et Pp ; AB et Çq se couperont à angles droits en deux parties 
égides au point M, Qt les parties QP , qp seront égales, 

1*. Tous les côtés des triangles AP/?, BPp étant égaux entre ' 
eux par construction , l'angle APp sera égal à l'angle BVp-^ 04 
aura de même l'angle APQ égal à l'angle BPQ ; donc 

APp + APQ = BP/j + BPQ : ' 



{ 
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mais la somme de ces quatre angles est égale à quatre anglei 
.droits^ puisqu'elle est égale à celle des angles des triangles 
APQ, BPQ; donc 

APp -f APQ = 2 angl. droits = BP/> + BPQ • 

donc là ligne QPp est droite. On démontrera de la même ma- 
nière que la ligne Vpq est droite. Donc , etc. 

a^. A cause de Tégalité des côtés des deux triangles APE, 
ApB , on a Tangle PAB égal à Tangle pAB ; mais on a encore 
l'angle AVp égal à Tangle ApV ; donc aussi Tangle AMP est 
égal à l'angle AMp ; donc ces deux angles sont droits ^ et la 
ligne Vp sera partagée en deux parties égales en M. On dé- 
montrera de. la même manière que la droite Q(/ est divisée 
également en M par AB. Donc si de QM = qM , on retranche 
PM = pM , il restera QP = qp, .Donc , etc. ' ^ 

Corollaire. On aura donc QM = AQ — AM. 

Théorème XII. On a '2Q=1P + PQ^+PpX.PQ. 

Car AQ = AP*-f PQ*+ aMP.PQ; mais on a 2MP = Pp. 
Fig. gï. Donc, etc. 

^ Théorème XIII. On a '2q = Tp + pÇ*— PpXpQ. 

Car AQ = Ap + pQ — apM X pQ ] mais 2pM = Pp ; 
donc, etc. 

tig. 91. Corollaire. Puisque pÇ = pP + PQ, on aura 

^*=pP X pQ +PQ XpQ; 

dou 

^*-pP XpQ=PQ XpQ. 

Substituant cette valeur dans celle de AQ qu'on vient de 
trouver , on obtiendra 

AQ = Â^ + PQ X pQ , d'où AQ — V= PQ X pÇ , 
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•t de là on déduit cette proportion 

• pQ : AQ + A/> :: AQ — AP : PQ; 

et après la substitution de, AP pour Ap, et la transposition 
des extrêmes , on a cette autre proportion 

PQ : AQ + AP :: aq — ap : pQ. ' 

On a donc cette propriété connue : 

Déms un triangle quelconque , un côté quelconque est à 
la somme des deux autres côtés ^ comme la différence d» 
ces côtés y est à la différence ou à la somme des segmens que 
fait sur ce côté la perpendiculaire menée de l'angle opposé ; . 
suivant qu'elle tombe en dedans ou en dehors du triangle. 

Problème XIV. Dans un triangle équilatéral , inscrire un 
hexagone régulier» • • 

On divisera la ba^é AB du triangle ABC en trois parties 
égales, aux points c et c^; des centres c et cf et du rayon' c<2,^ 
on décrira deux . arcs qui ' se couperont dans Ilntérieur du 
triangle en un ppint O; du même rayçn et de ce point O 
prb pour centre , on décrira une circonférence qui coupera , 
chacun des trois côtés du triangle équilatéral en deux points. 
Ces six intersections seront les six sommets de Thexagone. 

Les élèves trouveront facilement la raison de cette cons- 
truction qui se fait au moyen du compas seulement. 

Les deux* théorèmes suivans dus à M. Carnot, membre de 
l'Institut national, nous ramèneront à quelques propriétés déjà 
démontrées : nous devons prévenir le lecteur, qu'ils exigent 
l'emploi des lignes trigonométriques. 

Théorème XIV. Si les trois côtés d'un triangle ou leurs 
prolongemens sont coupés par une transversale quelconque in^ ., 
définie , il y aura sur la direction de chacun des côtés du 
triangle, deux segmens formés par la transversale, et tels 
que le produit de trois d'entre eux , n ayant aucune extré-^ 
ndté commune , est toujours égal au produit des trois autres: 
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Les segmens des côtés du triangle ABC , fotmës par la trali9^ 
Tersale ab y c'est-àr-dire , les deux portion* comprises entre 
Fig. ga. cette transversale et les sommets des angles placés sur la di-* 
rêctiôn du côté qtt*eHô coupe, sont 

Ac , Bc sur AB \ Ab , Gb s4r AC ^ oB , aG fur BC. 
On a donc , d'après Ténoncé , 

Acf . Cà , Bc '= Ac . 3a . Ci ^ . . (À) 

I .1 

Par le sommet B^ par exemple ^ mf^bns une parallèle à 
A.G y qui i^ncôntte en h la transversale àb j l«s triasiglèt 
semblables Aèc y B^'; Gub^ Bak donnent les propoilioU» aui^ 
v^tes : 

Ab : Ac :: Bk :, Bc (i) 

Cfl : Gb :: Ba : Bft-.v * (a) . 

Si èii les multiplia par ordi-e, et ^ti'ôà établiése Tégàlîtè entra 
lé produit* dès èxtrênleé et celui dé» taoyéns , <)h ttbdvé IH 
réfetbtt énoncée tjtii ^Appose esfeeritieltenient les trois pointé 
a\ c,b éri ligne dtoibé. La dénionstratibn a lieu, soit ^tie la 
. trâbsVërsàlé eôiipë Yùxé, oti q^t ■ eonime aïfb\ ellfe j^e 
au dcbors: 

• Ldi^Sque la ti^àhSvèrsâle paissant tônjoufë par b , deVifent pa- 

ràllèTe à BG, Ifes proportions (i) et (2) sfe changent dimà les 

sâivàliites : 

Ab : Ac :: Cé : Bc,- 

00 : Ci :: o© : Gb, 



• . > » 



dont le résultat est là propriété bôbnué 

Ab : Ac, :: C6 : Bc. 

TÊéorème XV. Sifyar un point Quelconque pris dans le plan 
dUèri triangle ; on mène sur chacun d^ ^êiés une trunsv^rsoU 
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^i passe pur t angle opposé , on obtiendra sur chacun de ces 
côtés deux seprmens , tels qup le produit de trois d'entre eux 
n ayant aucune extrémité commune , sera égal au produit des 
trois autres. 

Il s'agit donc de prouver qu'on a 

Ai . Ca.,Bcr=:Ac.Ba.Ci (B) 

Ab, Bcy Ca, ainsi que Ac, Ba, Cb, étant des segmens non F g. 93. 
contiguSy ou qui n'ont point d'extrémités communes. 

Les d«ux triantes' AaB^ AaC coupés, le premier par la 
transversale Ce , le second par la transversale B& ^ donneront^ 
d'après le théorème précédent , 

AD . Ôc . Ga =a Ac . BC . aD , 
iaD . BC . A& = AD . Ba . Ci ; 

multipliant ces deux égalités membre à membre, et iuppri^ 
mantles facteurs conmiuns^ on trouve la propriété annoncée^ 

Remarque, 



Cette proposition a lieu soit que le. point D soit pris dans 
l'intérieur du triangle, soit qu'il soit pris au dehors. 

CorolL /. Si les trois lignes menées des sommets de chacun 
de< angles, sont perpendiculaires sur les côtés opposés, on a 



Ai • cosBAC 
Bp : cosABC 
Ca : cos ACB 
Ac : cosBAC 
Ba : CO6 ABC 
Ci : COS ACB 



AB 
BC 
AC 
AC 
ÀB 
BC 



1 
i 
1 
1 
1 
1 



d'où- 



Ai = Ap . COS BAC 
Bc = BC . COS ABC 
Ca = AC . COS ACB 
Ac = AC . COS BAC 
Ba =AB.cosABC 
Ci =Be.cosACB, 



et substituant Ceà vûleurs.daBi la relation (B), on trouve; 
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hh ' 

l'aire du trinBgle ACB est — :=:zs, et parce que » 

i 

surf. AEF : EFCB \ m : n\ 
on a 

surf. AEF css S: ra ■ , - t 

% m + n' 

de pins ^ les triangles ACD^^FE donnent 

lioc 

«: h v.x'.y, d'où y=*-^\ 

substituant cette valeur pour j^i on obtient 

On remarquera que ah est la surfkce du triangle qui aurait 
AJS^ pour, base et AD pour hauteur.. 

Problème XIX. Partager un triangle par une droite mini-^ 
mamren deux parties qui soient entre elles dans un raifort 
donné» 

f if.soa. Représentons par x la droite DE minimum > Tpar A, B, C 
V les angles du triangle , et par a ^ & ^ c les côtés opposés à 
ces angles : on doit ayoir 

surf. ABC : surf. DBE :: n i. 

Si du point B oi^ abaisse sur DE la perpendiculaire BH, 
et que Toa non>iue « TaingW DBH , l'angle D sera égal à 
100**— «, et l'angle E égal a loo** — B +«,- en supposant le 
quart de circonférence divisé en tocy parties : d'un autre côté , 

l'a^ du. tiian^ DBE est sa -^ . Mais on a 

BH:BD::8m(ioo»— »):i, d'où BH=?fiDsin(ioo»— «), 

8D:DE::8b(ioo'— B+«):»mB, doùBD=x2!2li2H-^i^, 

smtii 
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segmens de la base p«u: x ^ le second par jf , 

mb nb 

â\ Lesdeux triangles ABC ^ DBE semblables donnent Fig. qI 

surf. ABC : surf. DBE :: m : n V. BA*: BD"j* 
d*où l'on déduit 

BP = BA L/zÎ.. 

Km 

S'il s'agissait de diviser le triangle ABC en cinq parties équi- Fig. qS 
yalentes en surface ^ par des paurallèles à AC, on aurait 

B6=AB v/i, By=ABKf, Bi^rrrAByi, B6*:;=ABi/|. 

• Problème XVI. Partager un triangle ABC en trois parties 
équivalentes^ \^ par des lignes qui partent d'un point donné sur 
un des côtésy a* par un point donné dans V intérieur du triangle, 

I*. Soit D le point de départ des lignes de division De , De'; 

les bases AD, DC étant côniiiiés , on aura les hauteurs ek^ e^k\ 97. 

en divisant le tiers de la surface ABC successivement par jAD 

et par j DC5 ensorte qu'en portant ces longueurs , à partir de H, 

sur la perpendiculaire HB à AC , et menant par chacune des 

extrémités des parallèles à AC , leurs rencontres avec les côtés 

BA et BC f donneront les points e et e^. 

«- . . il «ùrf. ABC^ -,-- 

Mais 81 , par exemple , - — rrw^ — ^>BH , on sera averti par 

ïa que lé côté Dè^ (fig.gG) ne 'peut rencontrer CB que dans 
le proloujgement de CB , solution qui doit être rejetée : il faut 
alors rechercher si le point ne peut pas être sitvé sur AB en e^j 
(&g. 97). On aurait dans cette supposition., 

: surf.. ADe^zir I surf. ABC ^ 

ou • . •' iAD./ft! = ^AC.BHi . 

7. 
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Sur les ^figures à quatre câtés* 

• * 

Théorème XVI. Si l'on joint deux à deux les milieux des 
côtés Sun quadrilatère quelconque , la figure résultante sera* 
un parallélqgramme. 

Soit le quadrilatère ABCD , et soient m , », p, ^ les mî- 

' lieux des quatre cçtés •, menons les diagonales AC , DB ; les 

côtés BA , BC étant diyisés également en m et n , la ligne mit 

sera parallèle à AG , il en sera de même de qp; par la mémo 

raison^ qm et pn seront parallèles à DB : donc la figure mnqp 

' est un parallélogramme. 

La même propriété aurait encore lieu dans le cas où le 
quadrilatère aurait un angle rentrant. 

T&éorjèjme XYII. Soit EFGH un quarré inscrit , inscrivons 
dans ce quarré le quarré IKUU; dans ce dernier inscrivons d4 
même le quatre PQRS, et ainsi' de suite ; je dis que la limite de 
la sùThme de tous ces quarrés, est le quarré circonscrit ABCD. 
Eig loi. ^° ^^H.> nommons S' , S", S*, etc . les surfaces àe ces qûarrésj 
en preuai^L peur unhé le 'rayon du cercle circonécrît^ on aura 
S' = 2 , S"' = 1 , S'' = i ; S»^ = ^ , etc. Or , d'après les règles 
de l'filgèbre , la limite de la sq^me 1 + j + i "f* ©te. est i ; 
donc S' -f S* + S'' etc. = 4 : or , ABCD = 4 ; donc ABCD 
~ S' +6* + 8*" + etc. 

Problème XX. Étant donnée la différence AG entre la 
diagonale et le côté d^iih quarré , construire' ce quatre. 
FSg,io5. Ah point a je fais l'angle G AD égal à la moitié d'un droit; 
au point G^ je mène la ligne GHF£ perpeùdictilaire à AD » 
et par un point quelconque F de cette ligne , je mène FM 
fNffallèle à AC, et je prends FM = GF; je joins les points 
.G et M par la droite GM que je prolonge jusqu'en D ; par 
D je mène DC, DE parallèles à GE, CG , et je dis que CD 
est le côté du quarré. Car^ à cause de FM = GF , on a 

DE = GE si CG =3 DC : 
f r CG = DA ; donc CD = DA. 



... .-■..-..IjMubjèi 
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vLoû 
Substituant dans cette équation pour j^ sa valeur — , il vieBt 



c 



(am* — ah) c 

Pour que le point /^ soit sur AB, il.f^ut que se soit <c, 
ou , en d'autres termes , qu'on ait ad — ic > aw* — ab. 
Nous laissons %u lecteur à discuter les difFérens cas qui peuvent 
fie présenter. 

Problème XVII. Étant donné un triangle ABC, trousser dans 
sa surface un point F y tel que les lignes tirées de ce point aux Fi^avo* 
trois angles partagent le triangle en trois parties équivalentes. 

Après avoir pris BD~=:|BC^ on tirera la ligne DE paral- 
lèle à BA; et du point F^ milieu de D£^ menant FA» FB^ 
FC ^ le triangle BAC sera divisé suivant la conditipn énoncée. 

Les deux triangles AFB, ADB ont niême base et mémo 
baiiteur : donc 

surf. AFB = surf. ADB = \ surf. BAC. 
Par construction^ DF = F£; donc 

surf. CFE = surf. CFD : 
d'un autre côté on a 

surf. AFE = surf. BFD. 

Ajoutant ces deux équations membre à membre j ou trôùye 

surf. CFA = surf. CFB =: \ surf. ABC. 

Problème 'Syill' Partager un triangle en deux parties j^ch 
foriionnelles par une ligne EF perpendiculaire à la base^ tii>tot* 

Après avoir abaissé la hauteur CD du triangle , posons 
AE=x, IÏ=J(^, ADssa, ABssi, CD=5*: 
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Corollaire /. èi par le point k on imagine nne nouvelle transr 
Tersale kh'tD' qui coupe AF, AG en B' et D', et qu'on mène GB', 
FD' qui se coupent en C, puis par A et par C la ligne AC'A' 
«upposée différente de ACA , on aura les trois proportions 



CT (A') 

D'fc (BO 

GV (C). 



At : CY :: Ah' 
vr : DY :: Vk 
Fk : Gft :: FA' 

Mais de (C) , on tire 

FA + Gft : FA :: fa' + ga' : fa', 

c'est-à-dire , 

FA + GA : FA :: fG : ¥h\ 

et de (C) on déduit 

FA + CA : FA :: fg : fA; 

donc FA' = FA. La droite AA sera donc le lieu des points 
r. , C, etc. déterminés par le croisement des droites menées 
de» points F et G aux points D et B , D' et B', etc. On recon- 
naitra sans peine que le théorème I est compris dans celui-ci. 

C\>yv//ciiVx» /f. Si dans un triangle AFG , on mène des points 
F et G deux droites quelconques FD ^ GB qui se coupent 
«n C « puis la Hs^^ ^^-^ » P^*'* ^^^ systèmes ée droites FD'^ 
GB'; FO', GB'i etc, qui « croisent sur AA , les transrersales 
BO , IVD\ B*D \ etc» prolongées suBisamment , iront toutes se 
couper eu un même point A du prolongement de GÉ. Nous 
invit^i^s 1« lecteur à chercher une démonstration directe de cette 

IVx^W^me XXI, £:c:y;t ^nr*ces qi^ctr^ <iroj>« tetfes, queùt 
4V?K«i^ %if îrv^ i;uck\'ncitfsdcmtrr *«W, scSt phis grande que 
f\3 ^N«)J>iVmr , *v:t,v;y-,;.*Y i» ^HiTAiJnzUre iisa'Jd:>nt txs droites 
,<o;>?il w^ »\^ïir,x , ,<-,N:;,;f A: v.^x,Vîo'jo» ^m^oIc^^ df^îr^ elles soient 

IV^i^r.oas ^vtr A^B^ C, D le$ q«at7« droites dduêes» A et C» 
B i^t \> ^Ta«t «ti^ c\S(t$ o{»{K!feiaé« dar.$ le qo^dzâalêre denuiidé* 
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1*. Si CCS (juatre droites sont toutes égales entre elles , la 

•olution n'a pas de difficulté : elle se réduit à faire un quarré 

dont une de ces lignes soit le côté. 

a*. Si A = C et B = D^ le rectangle construit sur A et B 

sera le quadrilatère inscrit demandé. 
3°..Soit toujours A=C, mais B>D, PQ étant la diffé- Tig.îo^ 

rence entre ces deux dernières ligues : Yorci la construction. 

On tirera une ligne EF égale à la ligne donnée D; puis au 

point E , élevant sur EF la perpendiculaire El = VA* — j PQ, 
Ton mènera par le poiiit I la ligne RS parallèle à EF. Enfin, 
ayant pris IK :=EF = D, on portera de I vers R en IG, et 
de K vers S en KH , deux parties égales entre elles et à | PQ; 
et si l'on joint GE, HF, EGHF sera le quadrilatère demandé. 
En effet, 

EF=:D, GH = PQ+D=B — D + D = B; 

de plus ^ joignons FK , les triangles JÈIû » FKH seront égaux 

y" ■ I * ■ Il I ■ 

et donneront FH = EG : or EG œ VËï + ^ PQ* et , en 

vertu de notre construction , A = V El + ^ PQ ; donc EG 
= A. Donc le quadrilatère EGHF est construit avec les côtés 
donnés placés suivant la condition énoncée; mais, en vertu 
de l'égalité des^ triangles E6I , FKH , la somme des angles , 
opposés vaut deux angles droits; donc (Réeip. Liv. H, Prop, XI) 
ce quadrilatère est inscriptible. 

■ 

4°. Si les droites données sont toutes quatre inégales, soîtFig.ioS. 
A >C, B^D : il ne pourra se présenter que trois cas^ 
suivant que Ton aura C > D , C = D et C •< D. La construc- 
tion étant la même pour ces trois cas , nous ne nous occuperons 
que du premier. On tirera une ligne EF=:D, qu'on prolonger^ 
de part et d'autre de ses extrémités. On divisera l'excès PQ de 
B sur D en deux parties PM , MQ qui soient entre elles 
comme A est i C; et l'on. portera de F en I la partie MQ 
homologue ^ C , et de E en K la partie PM homologue à A. 
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On aura donc dans le quadrilatèr» 



surf. BEA = 



BExE A . _ 

sinE, 

surf. DEC =2£^^ SinE, 

en observant qne les angles autour du point E ont même amoi. 

Donc 

Knrn __ (BExEC+BExEA+DExEA+DEXEC) ^ ^ 

_ (BB+DE)(EC+EA) ,_^ _ (BD+AC) .,_^ 

^ Mnli.= -^— — sini!.. 

a 3 

Remarque. 

Sous le titre i2u cercle, nom démontreront d'antres théorimn 
concernant les quadrilatères ; nous terminerons celui-ci pu 
l'énoncé d'une propriété dont nous laissons la démonstration à 
cbercfaer. 

Si deux quadrilatères ont deux diagonales égales , et foi- 
sont entre elles le même angle, quelle que soit d'ailleurs la 
■manièrt dont elles se coupent , ces quadrilatères seront éqai' 
valens. 

Division des quadrilatères. 

Problème XXII. Diviser im quadrilatère en deux parties qtû 
soient entre elles dans un rapport donné , de maniéns que la 
ligne de division soit parallèle à fun des câtés de ce quaxbv- 
latère. 
). Si l'on connaissait le point d'intersection R des deux droites 
AC, BD prolongées, ou plutôt la perpendiculaire Rr et Is 
'segment A/, on âétenÙMnit «îiémeot l'aire du triangle AB.B 





« 

V 
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et celle da triangle /R/^ S et ^ à cause de la similitude de ces 
deux triangles^ on aurait 

surf. ARB : surf./R/ :: Kr l Rft*=fï^^^^*î:., .(i) 

Soient abaissées les perpendiculaires Ce, Dd, et supposons 
Ac = 6", Ce = 9», Bd=8», Dd=i5°', Ci=:'a4«, 

et les inconnues Âr=r^ Rr=:y. Les triangles semblables 

ARr, ACc donneront 

6y = gx ; 

les triangles semblables RrB^ DcHS donneront^ à cause de 
rB=cAB — Ar = 38 — 0?, 

% 8y=si3.38-— i3x: 

éliminant x entre ces deuk équations , on trouvera 

59.5 8 „ ^ , 

Cda poséy on aura 

surf. ACc = 27 mètres quarrés; 
surf. Cc<2D = 264 
surf.cflDB = 5fl 

surf. ACDB = 3^ 

Si Ton suppose que ff^ doiye diyiser le quadrilatère ACDB 
en deux parties équivalentes , on aura 

CDff= ABff= -^ = 171,5 mètres quarrés ; 

d'ailleurs Taire du triangle ARB étant ^ X 29,64 = 563, 16 
mètres quarrés , on a 

svaf.fKf = 563,i6 — 171,5 = 391,66 mètres quarrés* 

Aind Texpression (1) devient 

*** 563,x6 • 
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les denx lignea de di?ision doivent être menées dans le triangle 
ADB; s'il est moindre que j^ elles seront dans le triangle 
BDC; enfin s'il tombe entre ^ et f , Tune des deux lignea 
tombera dans un des triangles ^ et l'autre dans l'autre. 

Soient surf. ABD = A , surf. BDC = C , BM = x, BM'=x^, 
et DH la hauteur du triangle ADB : on aura pour le premier cfts, 

A - 55 X = f (A + C), 

et A-i^a;' = HA+C), 

d'où a;'^i(2^^. 

Problème XXYII. Diviser un quadrilaièru en trois surfitce$ 
équivalentes par des lignes tirées d'un point E pris sur un 
des côtés. 
Fig.nS. Soient ABCD = D , ABCE = C , surf. ADË = A , EM 
une des lignes de division; £H une perpendiculaire abaissé^ 
du point E sur le côté AB; guand A sera -^^D, la ligne EM 
tombera dans la surface C ^ et on aura pour déterminer AM=?x^ 

l'équation 

EH 
A + fL_x = ^(A4.C), 

de laquelle on déduira 

— l{Ti^} («5 

Dans le cas de A>iD , la ligne EM devient EM'; J 
faisant AM' =: af , puis menant de £ une perpendiculaire sur 
le côté AD prolongé , on aura > 



d'où l'on tire 



^ - .f aA-C 
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Remarqué. 

honqa^on a -^s:À, ou C=5iÂ^ les équations (M) et 

(N) donnent a? = a/. = « ; ce qui doit arriver , puisqu alors U 
diagonale £A est elle-même uiie ligne de division. 
La détermination du point M'' ne peut faire diificulté. 

Problènàe XXYIIL Du sommet de deux angle& opposés d^un 
quadrilatère, mener deux lignes qui se rencontrent , et de leur 
intersection une autre ligne , ensorte que les trois surfaces ré* 
êultantes soient équivalentes entre elles. 

Après avoir mené la diagonale DB ^ on calculera les 
surfaces DAB ^ DBC et leur rapport avec la surfece 
totale : cela fait , si la surface BDC est moindre que 
le tiers de BADC, le point G sera à la droite de la dia- 
gonale DB ^ et dans le cas conttaire , ce point tombera 
dans la surface BDC. Ils'agit de déterminer le point 6 ou G^, 
de manière que la surface BGDC ou BG'DC soit le tiers de la ^^ '*^ 

* . • . I 

tinr&ce BADC, et ensuite de diviser en deux partiçs-la-surfaciB 
B ADG ou B ADG' . Faisant donc surf. DÀB=B ^ surf! D]$C=A '; 
les perpendiculaires ùh zsz x et ù'h ^ oi , et tiipposant 
DAB>fBADC, onaura -. i 



d^Ott Ton tire 



B~aA\ ,, 



. - 3 V ^DB ^V 

Lotsquè le point G tombera dand \p tnanglé JÛlÇS in G^^ 
on donnera le signé -f- au terme de x. Mais par. lei points 
.G et G'^ ainsi déterminés; si on it^ène des parallèles- MN et 
VnSi i k. diagonale DB , tous les triangles qui, aya^ JDB 
pour base ^ auropat le somriiet sur cçs parallèles , seront égaux 
aux triangles DGB , DG^B. On voit donc que les points & oa 

G' sont en nombre infini et que leur lieu est une ligné droite ; 

Idafi M polinfa eh prendre an à volonté pour point de dé^ 



■■^.- 
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part de la troisième ligne de division , et abaissant de ce point 
une perpendiculaire GH qui donne le triangle BGH ^ que nous 
nommerons C^ on aura pour déterminer HF =j^i Féqnation 

Cdtî^y = i(B + A): 

VLG 

t>n donnera le signe — au terme — y , lorsque le triante 

BGH JBurpassera le tiers de la surface ABCD. 

Voyez sur ces questions mon Traité de la Division des 
Champs , dans un ouvrage ayant pour titre : le Compas d$ 
proportion. 

Du Cercle. 

Théorème XX. Si on fait tourner le système des deux 
fifi.ii& ^^S^^^ 7\, Tt\ dans le' plan du cercle mtt^^ de mamèrt 
qu'elles soient toujours touchées en tetxf par le cercle tmtf , b 
point T de concours décrira le cercle concentrique 77V71 

* La démonstration de ce théorème se présente d'elle-même; 
nous nous dispenserons donc de la donner. 

Problème XXIX. Mener par un point pris dans un cercle 
une corde égale à une ligne donnée plus petite que le dior* 
mètre de ce cercle. 

Soient AB la droite donnée , O le centre du cercle ABMN et 
Fig.i 17. D le point par lequel doit passer la corde égale à AB. Inscrivons 
la drofte AB dans le cercle; abaissons du centre O la perpen- 
diculaire- OG sur cette droite , et du point O ^ec le nyon 
OC clécrivons une circonférence. Les deux tangenteà MDN^ 
mfDV menées par D, seront les cordes cherchées, parè^ 
que, dans un cercle, les cordes égales sont également d»- 
taùotts du centre. 

Problème XXX. Deux cercles étant donnés de granàfar 
et de position , les couper par une droite , de maniirm que 
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tes parties interceptées soient égales à une ligne donnée, cette 
ligne n étant pas plus grande que le diamètre du plus petit 
cercle ; ou de manière que ces parties soient dans un rapport 
donné. '" * ^ 

^ Si les deux cerclés donnés 'sont ég^ux^ la, solution de cette 
question èstfacuè (Géom. , Liv. II, Prop. IV). 

Considérons seulement le cas où les cercles donnés sont 
inégaux j. soient D et o lef centres de ces deux cercles^ ^^FiR.<x8. 
Boit PQ la droite donnée* Inscrirons cette droite dans chacun 
des dêfuc.eiercle9!-d*ùne manière .quelconque ; soient A3. et ab 
les positions de la droite PQ: des centres ,0 et o. abaissons 
sur ces cordes les perpendiculaires OC , oc , et des points O 
\ et O pris pour centres , avec les distances 0C> oc comme rayons ^ 
f décrivons deux idfconféi^ences ; à ces circonférences menons 
I lue itangente ^commune T^ : les pai^jties interceptées A^'', xl'V 
sero|itéga}es entrq <ç}les çt,A.l^: droite PQ. Car ,'^ yertu do 
fiotre instruction^ elles sont.égaleç au;c' cordes AB;, ab. 

• Si l*on demandait que les parties interceptées A'B^^ c!V 
ft fassent dans tih rapport donné / il faudrait préalablement 
\ prepdre AB et ab dans ce riàpport'^ et appliquer ensuite la 
s cbnistruciion précédente. ; . ' • 

.A Problème XXXI. Si Von suppose quurie ligne MT tourne 
àe manièrèiffrfeUfi^oit toujours .touchée dansl^ même point M 
. far la circonférence AMB , trouver la courbe que décrit dans 
' cie mouvement un point N dôhhë'sUr la tangente: ^'"^ ' 

La consiàérari&n du triangle 'rectangle CMN 'dont 'les 'côtés pîg.ng. 
CM et MN $ont constans; donne 'la solution de la question. 

\si P!roblème XXXII. Trouver sur le cercle un point de 

J tangence M tel que les parties MR et^^Mtf cantprises entre ce 

Jt point et dieux axes perpendiculaire^' qtii se' ctmpent €tu cètttrè , 

j soient entre elles dans le rapport dôHné dènà m* • • * 

f Liia problème étant supposé résolu-, menons là' parallèle r/ Fig^ta** 

f4RR% et on aura • ^* - ' : ^ 

n i>^:: RM : RM' :: rm :. /m r: o? r ài'^ ,- " 
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i'oà résoltt 

i^n l \/m :: Or : C/, 

de sorte qae ai Ton prend Cr moyemie proportionniille entri 
rnnité. et n , et C/ moyemie proportiomielle entre Funîté et 
m , puis qn'on joigne r/ , la tangente parallèle à. r/ sera la 
tangente cherchée. 

Pkohlème XXXni. TYouver t expression Je la Surface comr. 
prise entre deux circot^erences conoaUriqmes, 
Kg-iai. Soit O k centre c<Mmnim de deux oetfcb», ayant pour 

rayons OA, OB. La snr&cè dn premier £taht ir.OA (Gioni. 
Lit. IV» Prop. Xn, Cor. H) ^ celle dn second itant pvot- 

lement v.OB, la surface de la couronne ANDMBN^CM^ sera 

».(OA — OB) , ou ».(eA J- OB) (OA — C») , on eaii 
v.BD X BA. Au point B^ menons la tangente MN : im a 

BD X BA = BN ; ainn la snrEice de la oooroona est eipti- 

mée par v.BN ^ et l'on Toit quelle équirant i œDe ifttn 
cercle ayant pour rayon la moitié de la tangealè .MN. 

On a y pour ezpresaton de la somme det sax&ces des deux 
cercles des rayons OA et OB , 

surf. O A + suf . OB = V . (OA + cS) : 

d*où Ton Toit que la somme des surfaces de deux cerdes l 
équivmU à cdh dun cercle ayant pour rayos tfypoténusê 
etun triangfe redangte dont les côtes de tangle ebxni soni 
tes rayons des cercles donnes, 

Problteie XXXIY. U diamètre ABdundemi-^mcUAMB, 

étant divisé en deuK parties quelconques AD, DB ; sur ces 

parties comme diamètre » soient décrits deux ilemi-cercilei 

AKD^ DLB ; on demande un cercle eqwaleni à la surface 

fî|.i». AKDLBMA, 

Au point D » él«rons au diamitrt AB la perpendiculaire liC 
qui reucontre eu C la demi-cirvNMiftreace AMB ; sur DCj 
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tpmfoe diamètre I décrivons un cercle CPDQ : ce cercle sera 
celui qvL ou cherche. Car (Géom. Liv. III ^ Prop. YIII) , 






AB =: AD + DB + sAD X I>K> 
•u, pniaqiia AD X DB = CD^, cm a 

AB =s: "ÂS^-j: S? + aCD*: 

or les surfaces dei cercles étaût e6tQine les cpiarrés de leurs 

diamètres, on a 

■' • , . . .1 . 

AMB : AND : DLB ; CPDQ :: ÂB*; ÂD*: 55':»^*; 

Qonc •'..>. < .. . ..,. ^ 

AMB =5 AND + DLBi + CPDQ ,'".... 

doù 

CPDQ'= AMB — AND — DLB.„ 

Problème XXXY. Ètani donné un cêrclé , trouver quatre 
autres cercles dont la somme des surfaces soit égale a celle du , 
certle donnée et dont les rayons soient entre eux iComnfs les 
lignes données a^ b> c, d. . . ; 

Je prends EF^=^d,a,u point F j'élève la perpendiculaire FG Ilg.iidi 
que je prends égale à c ; je mène EG , et en G j'élève, GH = b 
perpendiculaire à EG : je joins EH; en H^ j'élève sur HE la 
perpendiculaire HK = ay puis \e joins KE, et, à partir du 
point K , je prends KL = R = rayon du cerfcle donné ; je 
mène LO parallèle à EH , LM parallèle à EG , LN parallèle 
à EF, OM parallèle à HG, et MN parallèle à GF. 

• £ ■-- ^ _ • ft 

En effet, on a 

. LK*= R« Œ LO* -H OR* . 

r • 

»■»••■. ■ ■ I 

••*'.'■ I •' ' 



donc 



LO = LM + ÔM, 
LM*= ÏJ? -f- MN*; 



II» = O». + OM + l^N + LN. 



*+LN. 

f - 
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Ainsi la surface dû cercle du rayon R, sera égale à la soUiidè 
des surfaces des cercles dont les rayons sont KO , OM , TâN, 
LN. Maintenant les pplygones KEFGH, KLNftIO étant sem- 
blables, on à cette suite de rapporta égaux 

KO : KH :: OM : hg :: mn : gf îî ln ; ef, 

ou 

KO : a :: OM :.i;::ïMN : c :: ^N : d. 

Donc. les. rayona OK» QM, jMN,, LN sont entre eux comme 
les lignes a, b , c et d, , , 

Problèpie XXXVI. Diviser Im circonférence d'un cercle en 
{/uairé parties égales , en ne faisant usage que du compas. 
Fîg.124. Soit porté le rayon AB de B en C , deX en D , de D en E-, 
de E an df de d en c; et soient décrits des points B, £, 
avec BD comme rayon, deux arcs qui se coupent en a; 
si de B comme centre , arec Aa comme rayon , on décrit 
des arcs qui. coupent la circonférence enf F etf, on aura 
arcBF=arcFE =arc Bf ==:arc/E. 

Eiï effet, BAE étant un diamètre , et les triangles oAB, 
àAE étant égaux, chacun des angles aAB, aAE sera droit; 
donc ' 






cB = AB 4. aA, d'où aB — AB = aA. 

Soit AB = I, on aura aB =BD =t= 3; donc aA ==3 — i=a; 
d'ailleurs ^ à cause de BF = Aa = a ; on a , 

I 

BF*= ÂB*+ AF*= 1 + 1 = aj* 

donc , dans le triangle BAF , Tangle BAF est droit ( Récip. 
Liv. III, Prop. III), et il en est de même de l'angle FAE. 
Donc lefr arcs BF et FE sont égaux entre eux^ et chacun 
d'eux est un quart de la circonférence. 

Remarques. 
i^. Les trois «points A^ F^ o sont en lij^e &ât9^ r -.y ^ <^ 
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d*. La circonférence est divisée en deux parties égales aux 
points B, E; en trôis^ aux points B, D, J; en quatre» aux 
points B, F;E,/; en six, aux points B, C, D,E,d, c. 

Problème XXXYII. Diviser une circonférence en huit par^ 
lies égales , en ne faisant usage que du compas. 

Du point a déterminé précédemment, avec AB comme rayon, - 
(oient décrits des arcs qui coupent la circonférence en G et H ,, 
!t des points G et H comme centres , avec le rayon Aa, soient 
lécritsdes arcs qui coupent la même circonférence àu^ points Fig.,34, 
r et A :, la cii'conférence sera divisée en huit parties égales 
m B,G, F, H, E, A,/, g:. 

Cn eiFet , puisque Aa =a > dans l'hypothèse AB=:i, on aura 



-m » m -^ 

Aa = AG + ûG ; 

angle AGa seta donc droit (Récip. , Liv. III , Prop, III) , et à 
au8« du triangle isoscèle aGA .les deux autres angles vaudront 
hacnn la moitié d un droit ; donc Tangle G AF sera là moitié 
le BAF; donc l'arc GF = Varc BG. Mais par construction, 
rcGg=arcBF (ProbL XXXVI) j ôtant de part et d'autre 
xc BG , il restera arcGF = arcB^. Donc , etc. 

Problème XXXTIII. Diviser une circonférence en douze 
Parties égales , en ne faisant usage que du compas. 

Tout étant comme au problème XXXYI, qu'on prenne 
irc FN = arc Niï=arcFO=arc Go =rde la circonférence , «. ,^. 
t la circonférence sera divisée en douze parties égales aux 
joints B, N, C, F, D, G, E, o, d, /, c, n. 

En eiFet, si des arcs égaux BF, FE, on retranche }és arcs 
îgaux BC,ED, les arcs restans CF, FD seront égaux. Or 
*arc CD est la sixième partie de la circonférence, dont Tare 
uF sera la moitié de Tare CD , et par conséquent le don- 
ùème de la circonférence. A cause de l'arc FN =r arc CD , 
on aura encore arc CF = arcCN. Donc aussi / â cause de 
arcFN = arcCB,, on aura arcCN=arcNB, et ainsi de» 
autres arc» qui seront chacun le douzième de la circonférence* 



...jf 
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Ces lolutions sont extraites de la Géométrie du Compta 
de Mascheroni , ouvrage ainsi nommé parce qae le compas 
est en effet le seul instrument des problèmes qui y sont traités, 
Mascheroni divise encore la circonférence en 24» 5 , 10, 
iSLO, 20^ a^o parties égales ; et un ai-c en deux parties égales. 

Il est maintenant facile de résoudre par la Géométrie et 
avec le compas seulement » le problème suivant. 

Problème XXXIX. Troui/er les racines quqrrées de tous 
les nombres entiers , en ne faisant usage que du compas. 

fIg.iaS. Construction. Du rayon AB= 1 décrivez lie cercle VDd^ et 
portez le rayon AB de B en C> de C en D, de D en E, de E en i, 
àe d enc) des points B et E pris pour centres , et du rayon 6D| 
décrivez des arcs de cercle qui se coupent en a et « ; du même 
rayon BD et des centres D et <£, décrivez des arcs de cercle qai 
se coupent en Y ; du rayon Aa et du centre B , coupez la 
circonférence au point F ; des centres B et F et du rayoa 
AB f décrivez des arcs qui se coupent en T ^ et ^ d'après cette 
construction , 



AB = ]/i 
Aa = y/a 
BD = v^S 
BÈ = 1/4 
ET = 4/5 



aV = 1/6 

CV = 1/7 

aet = ^/8 
BV = \/9 
TV = i/10. 



1 



Démonstration, En supposant AB = 1 ^ on a trouvé (ProbK 

XXXVI) Aa =2, d'où Aa=:\/2. On sait que BD=;^, 
et on a BE=:2= 1/4. 

Les triangles BTA , TAF ayant les côtés égaux , on aur» 
langle BTA égal à l'angle TAF , et par conséquent BT sera 1 
parallèle à FA ; donc à cause de l'arc BF égal au quart da j 
la circonférence, AF et conséquemment BT seront pcrpcn^ • 
diculaires à BA. De plus, les points A et E ainsi que le^ 
points B et V étant également distans des points D etd, les quatre ^ 
pointa B , A , E et V seront en ligné droite (Théô'r.'XI , i*) 1 ** 
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dn aura EV = AB ( Théor. Xl^a,**) , et coxiséijaemment ^da^. 
le triangle rectangle £BT^ 

iT=TBVBF=AB*+4AB =5, d'où ET = V/5; 
Dans le triangle rectangle oAY ^ on a 

âv*= Â^*+ AV*= a + 4 = 6, d'où cV= |/6; 

Si Ton observe qne les points C, B^ c, A, V sont âéter«« 
minés de la même manière que les points A, p, B^ F^ Q 
(Théor. XIII^ Goroll.) , on verra que l'égalité 

AQ=: 15?+ PQXpQ 
devient 

CV*= CB*+ AV X BV= 1 +a.3 = 7, d'oùCV= I/7. 
Comme Aa= A«e, on aura 

€M = 4^a = 8 , d*où aàt, = 1/8; 

On a ensuite BV = 3 = v/9. Enfin le triangle rectangle TVB 
donne 

TV*= fB*+ BV*=:i+9=io, d'où TV=l/io; 

Ces racines serviront à faire trouver celles des nombres 
entiers de 10 à 36. A cet eifet. soit soustrait le nombre dont 
on veut avoir la racine du quarré immédiatement supérieur , 
qui sera 16^ a5 ou 36; avec la racine du reste qu'on sait 
trouver , prise pour rayon , soit décrite la demi-circonférenca 
QLR ; avec la racine du quarré immédiatement plus grand ^ priio 
pour rayon, et des centies Q et R, soient décrits deux arcs qui 
se coupent en P, la ligne AP sera la racine cherchée. 

En effet, l'angle PAQ étant droit, on aura rîg.iaC 

P^'==AQ+ÂP, d'où PQ*— ÂQ*=AP; 
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maintenant supposons PQ = 36 , et égalons successiyemeni 

AQ aux nombres entiers depuis i ]usqu*à 10/ AP sera suc- 
cessivement égal aux quarrés depuis 36 jusiju'à sS ; donc on 
aura successivement pour AP les racines de tous ces nombres. 

Si on fait PQ =25» on aura de la même manière les racines 

depuis a5 jusqu'à 16 ^ et faisant PQ = 16 ^ on aura les autres 
racines depuis 16 jusqu'à 10. 

Si on veut , par exemple , la racine de ag » on aura 

PQ — ÂQ*= 56 — 7 = AP*=: 39 ; d'où AP=ri/flg. 

n est. clair qu'on peut avec ces racines avoir celles des 
nombres supérieurs , et ainsi de suite indéfiniment. 

Problème XXXX. Dans un cercle d^un rayon donné, 
trouver f en ne faisant usage que du compas , une corde qui 
diffère peu du quart de la circonférence. 

Avec le rayon AB» coupez sur la circonférence les arcs 

Fig.137. égaux BC, CD, DE; puis des centres B et E avec le rayon 

BD y décrivez deux arcs qui se coupent en a; puis du point G 

pris polir centre et du rayon Ca, décrivez un arc qui coupe 

la circonférence en b , la corde Bb sera la corde cherchée. 

Le rayon AB étant = 1 » si Ton désigne par A Tare BC 
= 60°, et par A' Tare Ci dont la corde est B6, on déduira 
de la formule 

ços A' = cos (45«— A) — sin (45* — A>— 8m3o<» (*) , 

A' = 43» 53' ^ = BC6 ; donc Tare BCb = io3* 33' ^^; 
sa moitié qui est de 5i' 46' ailf > a pour sinus 0,7855998 ; donc 
la corde B6 qui est le double de ce sinus , aura pour valeur 
1 ,571 1996. Lequart de la circonférence étant (Géom. ,LiY. IV, 



(*) IN on» supprimeront ]a d^onstration âe cette îotmulef parce qu'elle 
exigerait celle de pjnsienrs th^oréroei qui ne nous seraient d'aucune ttûlilé 
clan$ la suite. Voyez la Géométrie du Compas , Livre douzième* 
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Prop.'XIV) 1 ,5;^07963 , rerreur ne sera donc que de 0,0004 
environ. 

Remarque, 

D*éprès Archimède, et en supposant le rayon = 1 ^ lé quart 
de la chrconférénce > est ^ = 1,5714 > dont la différence ayec 
1,5707663 est 0,0007; cette différence est donc plus grande 
que 'celle i^i réduite de la construction ci^dessus dont la sim« 
plicité est remarquable. 

Problème XXXXI. Étant donnés trois points non en ligne 
droite f déterminer tpus, les triangles équilatéraux dont les cafés . 
pajfsent par ces points y assigner le plus grand et le. plus petit* 

Lemme /. Nous* rappellerons qu'un angle formé pur une 
corde AB et par le prolongement AC d'une: autre corde AD ^ 
a pouiT mesure \ {AND + AMB), 

Réciproquement, si un angle CAB a pour mesure la demi- Fîg.iaS* 
somme des arcs AMB , AND , le sommet A de cet angle 
sera sur la circonférence. 

Lemme IL Si deux cercles O et Cse coupent, la plus grande 
des sécantes communes à ces deux cercles , que ton puisse me^ 
ner par un de leurs points d'intersection B ^ estla sécante DE 
parallèle à la ligne OC qui joint les centres. 

£n effet, par le. point B menons toute autre sécante IK; Fîg.iag, 
je dis que Ton a IK ^ DE. Car , si des centres Q et C , noua 
abaissons sur ces droites les perpendiculaires OM, CN; OF, 
€G , nous serons ramenés à démontrer que MN est plus grand 
que FG. Or MN = OC et OC > FG , puisque si Ion mène 
CH parallèle à FG , on a CH = GF et CH < CO ; donc FG 
< MN. Donc aussi aFG ou IK < aWN ou DE. 

Venons maintenant à la solution de là question proposée. 

Soient A, B, C les trois points donnés : joignons AB, AC, p. ^^ 
BC Décrivons sur ces trois côtés du triangle ABC les seg- 
mens ASRB , ARQC, BPRC capables d'un angle égal à ^ 9r, 
TT désignant la circonférence : ces trois cercles se couperont 
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en un même point. Car , soit R le point d'intersection des arcf 
ARB , BRC , et menons les cordes AR , BR , CR ; les angles ABJ^ 
BRC seront chacun égal àj^; il en sera donc de même de 
l'angle ARC. Donc (Récip. , Liv. II » Prop . X) , le point R est sur 
Tare ARQC. Maintenant du point A à un point quelcôacpi^ Ç 
de Tare CQR , menons la droite AQ qui coupe en S Tare ARB; 
tirons la ligne CQP qui rencontre en P Tare CRB , joignons BS : 
je dis que cette droite passe par le point P. En effet, en yerta 
du lemme I » l'angle SQP = | tt ; il en est de même de l'anime 
QSB : donc le troisième an{^eest égal à ^ ^^ ou à la ^omms 
des arcs CRP -f- PB ; donc , d'après la réciproque du lèmms 
précité , il a son sommet sur l'arc CRB , en P. On voit 
de plus que le triangle PQS est équilatéral , et que ses côtés 
prolongés passent par les trois points A, B, C. 

En répétant la construction précédente pour un second pôiat 
de l'arc CQR^ on obtiendra un second triangle qui satisfera 
aux conditions demandées. On en construira un troisième de 
la même manière; de sorte que l'on en pourra former ainsi 
autant qu'il y a de points dans l'arc CQR. Au reste ^ cette 
construction'est générale , comme on pourra s'en assurer ; c'^iM- 
i-dire qu'elle s'applique en quelque lieu du cercle AQ^CRqtie 
soit situé le point Q. 

Ce point Q a deux positions remarquables : la première R 
donne le minimum cherché : car ce point est celui où con- 
courent les lignes AQ, CP, BS , lorsque AQ e3t en AR. 
' En second lieu, si par le point À, on mène Q'F perpen- 
diculaire à AR , le point Q' donnera le triangle Q'P'S' pour 
le maximum. En effet, Q'F est parallèle à la ligne MN 
qui joint les centres M et N , puisque celle - ci est per- 
pendiculaire sur AR ; donc , d'après le lemme II , Q'P' e&t 
plus grande que toute autre ligne {f'p\ terminée aux cercles 
N et M. Donc aussi le triangle Q'P'S' équilatéral , comme il 
est facile de le voir, est plus grand que tout autre 9'pV passant 
par les points A , B , C comnie le premier. Il est aussi plus 
grand que tous les triangles équilatéraux tels «jue PÎ^S dont 
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Us prolongemens passent par les points A» B, C; donc il est 
im maocmum entre tous.Ies triangles équilatéranx dont les côtés 
passent par ces points. 

On pourrait demander s'il n'existé pas un triangle remplis- 
sant les conditions requises > et cependant plus grand que 
4^^S^. La réponse est facile : quel que soit ce triangle » puis* 
qu'il passe par les points A , B , C ^ ses angjtss ont pour mesure 
la moitié des arcs ARB, ARC^ BRC;^donc (Récîp. , Liy. II, 
Prop. X) les sommets de ces angles sont sur les circonférences 

de ces arcs. 

• ■ ■ '■'•■.■..■■•, 

' Pes aires du cercle, du secteur et du segment^ 

Problème XXXXâ: Trouver taire itun cercle dont on 
coiuuut le rayon. 

Si Ton désigne Taire du cercle par s , son rayon par r, et 
par ^ le rapport de U çirconférence:au diamètre , on sait que 

Tapproximationsetà presque toujours sufiGsantei ea supposant 

^?^3ii4- ■..! .. . 

Soit^ pour exemple, r ?= iG"*, on aura 

Si on voulait opérer par )es logarithmes, au double dil 
logarithme du tayony~on ajouteraSt- eelui de t, qui est 
0,497^479 > ^t ta somme sera le logarithme d® T^re demandée. 

On peut se proposer de calculer le rayon éCun cercle donk 
thite est connue. ''' '^ " ^ '■ ^' 

Problème XXX^^III. Détêfminer taire d'un secteur dont 
tare est de n grades , et dont le'ritym'=t r. 

Puisque l'aire ^ du sectéilr est à celle du cercle comme l'aro 
du secteur est a là cificonférence entièire , et que deux arcs 
d'un même cercle sont^entte eux comme les nombres de grades 
qu'ils comprennrat ; on a 

s l Trr*. Il n : 4^0, d'où * = 71 . 7—; 



■1 .■•« 
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par Conséquent 

logs = log» + alogr +^,8950879 (*). 

Problème XXXXIY. Calculer l'aire du segment dont tmc 
comprend n grades ^^ ft dont le rayon — r. - .. ^ 

. L'aire du segment est égale à celle. du secteur moins. }*(|ire 
du triangle. Or, par ce qui précède, 

aire du secteur = n - — , 

y* . '\: 

aire du triangle = — sin /i ; 

donc^^ .• ' . 'V...'.. .' '.. -\ .. '/.\\ 

. .aire du sègmeiUss2 alogr A-lo^iXn---: -^sinn^ . 

Si on fait azzs.n — , on aura 

. «. aoo • •• . 

loga i= logn + a,v^vijQ] 
' partant 

' bfg du segmsht i= Idg r + log^Çiizp aïOiH) ; : ,. :\ 

le signe — - ayant lieu lorsque 71 ^ aoo. et le signe -f- fTôdf 



'' I • < ■ « ^ I «r • 

, on aura 



»>aoo. 



Des contactai. — 

* - • ■ 'I ^ * 

Problème XXXXY. Étant donnéun cercle \ on propose de 
lui mener une tangente -qui fasse a^eç .une ligne donnée un 
angle donné. '•.■.- \. . .. ■ 

Fig.i3i. Soit O le centre du cercle, soit AB la ligne donnée : an 
point A je mène la ligne AC faisant ayeaAB l!angle , donné ; 
de O je mène 06 perpendiculaire âur AC , et par F la pa- 
rallèle F£ à AC, laquelle sera la tangente cherchée. 

- 'Problème^ XXXXyi. Décrire uncerde tangent au point jÇf 
de la ligne AB , et qui passe par unjpoint M donn4*^,^, . . ,, 



O Voyez, sur les caractérisd^pet n^gaÙTCs, moa TrtM ^jilgMi, fn\ 



mièrc section. - ' ** î t \9i ? 3, 



If* 
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Sur le milieu de MO on élèvera une perpendiculaire indéfinie Fîg*i3a» 
JDD^ et par le point O fine perpendiculaire 00^; ces perpendi- 
culaires se couperont au centre du cercle qui satisfera aux 
conditions énoncées. 

■ 

Problème XXXXTII. On donne le rayon d*un cercle , et on 
propose de tromper la position de son centre, sous la condi^ 
tion que le cercle touche les deux droites données et non 
parallèles AB , AC. 

Le centre O cherché se trouve sur la ligxle AM qui divise Fig.i33. 
également l'angle BAC ; mais il se trouve aussi sur la parallèle 
DO à AC f menée à une distance de cette dernière ligne égale 
au rayon donné. 

Problème XXXXYIII. Mener une tangente commune à dmx Fig.i34. 
cercles dont les centres et les rayons sont donnés. 

ha. solution n*a pas de difficulté , si les cercles donnés sont 
(décrits du même rayon. 

Soiient maintenant O , O' les centres des deux cercles dont * 
les rayons sont difFérens ; la tangente cherchée doit couper la 
ligne des centres en un point R qu'il s'a^t de déterminer. 
Supposons le problème résolu, cette tangente sera perpen- 
diculaire aux rayons ÔT , O^T menés aux points de contact ; 
on aura donc la proportion 

Rp : RO' :: OT : o'T, 

d'où résulte 

RO — RO' : OT — cyT :: ro : OT , 

on déduit de là ' 

Autre solution. Je joins ks deux centres par la ligne droite Fig.i35. 
00^*; sur le rayon OA perpendiculaire à OO'; je prends 
AE s O'A'^ et je décris un cercle du rayon OE ; je lui mène 
de O' ime tai^eiite (ÏK, par O et K une ligne OKT, et 

I -1 
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,par (y une perpendiculaire O'T^ à O'R, puis je joins Tel 
TT, et TT' sera la tangente cherchée. .- . 

Problème JCXXXIK.' Décrire un cercle d^un rayon donné, 
qui passe par un point donné et qui touche une droite donnée^ 
fîg.iSG. • Soient AB la' ligne et E le point donnés ; par un point q[nel- 
conque G' j'élè)[ft suc .AB une perpendiculaire G^D égale au 
rayon donné, et par D je. mène DC parallèle à AB5 le centre 
du cercle sera sur cette droite. Du point £, comme centre , 
• avec un rayon £Q. =1;^ QG^ , je décris un arc qui coupe DC 
ab ôentre cherché.. ^. *, 

Problème L. Décrire un cercle qid passe par deux poihU 
donnés , et qui touche une droite donnée. : 

-: 1®. II. peut arriver que la droite donnée et celle qui joint 
les deux pointa .dotmés, soient parallèles : alors la solutLon 
est facile. 

fi|i;.i37. a*. Soient A et B les dieux points donnés et PQ la droite 

. ..■■■-1. ^ 

<aoilnée.: soit R Ip point d'intersection d^s droites BA^ QF; 
prenons , à coii^pte;^ de ce point , la partie RC moyenne pnn 
portionnelle cQtre RA et RB ; enfin,, déçrivpps un cercle qui 
passe par les trois points A, B^ C :\1^ problème ;sera résolu. 

Car, en vertu de notre construction , fIG =: RA X RB.;. d*oà 
il suit (Récip. , lAy. III, Prop. XXII). que la droite-RC est 
tangente au cercle. 

Il est facile de résoudre cette question : trouver sur une 
droite donnée le lieu du sommet du plus grand angle dont 
les côtés passent par deux points donnés. 

Problème LI. Décrire un cercle qui passe par un point 
donné , et qui soit tangent à deux droites données. 

On donne les deux lignes AB , AC et le point x, La 

centre du cercle cherché doit être sur la ligne AD qui 

■ divise également Tangle BAC : dV^^ point O quelconque prif 

ltig.i38. sur AD, je mène les perpendiculaires OP, 0£ qui sexont 

égales, ensorte que le cercle F£G sera tangent aux deoÉ 

' droites. Tirant Ax qui coupe le cercle de OF en G^ « dli 
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^oint X on mène la parallèle xO' à GO > et du point O' la 
►arallèle O'F' à ÔF , on awra le centre O' , puis le rayon O'F' 
lu cercle cherché. En menant xn/ parallèle à'G^ , et n'O' per- 
pendiculaire sur le milieu dexm\ on aurait encore le centre O^. 

Nous domierons une autre solution de ce problème. 

Lemme. Par un point donné , mener une droite qui coupe j 
i angles égaux, deux droites données de position. 

Si les droites données sont parallèles , une perpendiculaire 
nenée par le point donné a l'une de ces lignes, le sera à Tautre , 
ît le problème sera résolu. Si ces droites concourent , on di- 
visera en deux parties égales , l'angle qu'elles forment 

Probl. V) , et Ton mènera ensuite une perpendiculaire 
i la ligne de division. Il est bien entendu que le point est situé 
mtre les droites. 

Cela posé, soit A le point donné , et soient BC, DE les 
iroites données : si elles sont parallèles, la solution est facile. ^^'^ ^' 
Dans le cas contraire, par le point A menons, d'après le lemme 
précédent , la droite I AH qui f^sse avec les drcfflRs BC , DE 
es angles égaux IHC^ HIE. Soit K le milieu de HI : prenons 
i^ = KA , et ^ au moyen du problème L , décrivons 
m cercle qui passe par les points A et L , e t qui soit tangent 
i la droite BC5 je dis qu'il le sera pareillement 4 la droite 
)£. Car soit O le centre de ce cercle , et soit M son point 
[e contact avec la droite BC ; joignons OM, OH^ 01/ et 
lu point O abaissons la perpendiculaire ON à DE. Les trian- 
'}ea OMH , ONI seront égaux et donneront ON = OM.; donc, 
a droite DE est tangente au cercle. 

Théc^ème XXI. Si quatre cercles touchent chacun exté", 
ieiarement ou intérieurement trois côtés d^un quadrilatère 
melcànqite, les centres de ces cercles seront toujours sur une 
nêmef circonférence» . . 

$oit ABGD le quadrilatère donné; soient O, O', O*, 0*Fiff.i4o. 

ra c^dei dont chacun touche extérieur 

- ■ • * ' • . 
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remëht trois des côtéa du quadrilatère, il suffit de prouver qns 
le nouveau quadrilatère est inacriptible , ou que la somme de 
«leux de ses angles opposés, est égale à celle de deux angles droits. , 
Le centre O étant l'intereection des droites AO , DO qiii J 
divisent également les angles tk^ , t'Dt", on a, en désigaftal f 
l'angle, droit par D, 

ïAf + DAB = aD, d'où OAD ^ D — 5^. , 

On a de même ODA— D — ^^ : > 

a 

donc AOD = flD — (OAD + ODA) = "^^ + ^^ ^ 
Fat ta' même raison , 



donc; 
■ ÀOD + «)-B = DAB + ADC+ABC+B CD ^ ^ 

Remarque. 

Les lignes 00', 0*0", O'O", 0"0 passent par les sommeH 
S, C, fi, A du quadrSatère donné, ce dont il e^t facile di 
te rendre raison. 

Noiis laissons à démontrer la seconde partie de la proposition 
lùusî'que le tbéorème suivant : 

1°. Si les côtés d'un quadrilatère circonscrit, touchent uitl 
circonférence aux sommets des angles d'un quadrilatère infi 
ait , leurs diagonales se couperont toutes au même point. 

Théorème XXII. i°. Si ton mène une tangente RTT' au» 

deux cercles qui ont pour centres C et C, tangente qui rencour 

I. treraeriRla ligne descentres CC,etqueparlcs pointsdetans;eact 

t et t' du cercle C'ayec les cerclfs C et Ç, on mène une droit* 

tt' , cette droite ira passer par la point 
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positions du cercle tangeut C. â^. Si^ par le point R /on mène 
les sécantes Rm'm , Ri/n , le^ quatre points mf^ m , n 1 1^' seront 
Mir une même circonférence. 

Deux points n*étant pas suffisans pour déterminer le centre 
et le rayon d*un cercle , le cercle C" peut toucher les cercles 
C et C dans une suite de points t et t\ et il est facile de 
trouver les extrémkés des arcs de contact sur ces deux der«- 
mers cercles. 

i\ Les trianjgles semblables RCT, KCT donnent la pro-* 
portion 

Jic : RC :î ct : c'T o). 

Supposons que la droite; menée par ^ et t rencontre la ligne 
des centres en un point R' différent de R , et menons la droite 
Ct" ; les triangles KCt , RC'(" seront semblables , parce que 
rangle CW = Cif = Clft=Ctif=CtVi' : de là on tire 

R'C : R'C :: Ct : CY :î CT : C'r....(a). 

Des proportions (i) et (a) , on déduit celle-ci : 

Rc : RC :: R'c : R'C, 

et conséquemment 

RC ; RC — RC :: R'C :: R'C — R'C, 

ou bien. 

RC : ce :: R'C : ce, d'où Rc = R'c, 

d*où Ton conclut que le point R' est en R. 

2®. Les cordes mn , p'ç' étant parallèles , ainsi que les cordes 
pq et 7n'n\ comme nous le prouverons plus bas , il s*agit de 
démoiïtrer que le quadrilatère mnn^m' est inscriptible. Or 

mm n t:= p q n y 
mnn = mpq = pm n '^ 

•joutant ces égalités, on trouve 

L * -^ ' nmfn' -f- mnn\ = p'ç'/i' + p^m'n^ =: aD , 
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Pour démontrer le parallélisme des cordes mV ctpç, et, eH 
même temps , celui des cordes mn et p^q', nous considérerons 
deux autres points de contact quelconques o et f , et nous 
mènerons lès sécantes Rod'o', Ktlfif ; on aura en o' et f les 
points de contact correspondans aux points o et t; et il suffira 
de prouver que ]a corde ot est parallèle i la corde o^f^ Ayant 
mené les cordes To , ot , Tt-, To\ o"t', Tf\ comme o et I 
sont deux points de contact , on aura , d'après la première par-»- 
tie du théorème , cette suite de rapports égara , 

RC : RC :: rt : rt' :: Rt : Rt" ;: Ro : Ro'. 

I 

Donc 

R< : Rx' :: Ro : Ro% 

et conséquemment les cordes ot et oV sont parallèles. Donc^ete. 

Problème LU. Inscrire , dans un cercle donné ^ trois cercles 
qui le touchent et qui se touchent entre eux. 

Nous donnerons deux solutions de cette question , dont la 
seconde ne suppose que Tusage du compas. 

1°. Je circonscris au cercle donné DEF, un triangle équilatéral 
ABC *, je joins le cantre O de ce. cercle avec les sommets A^ 
B et C du triangle équilatéral , par les droites OA, OB et OC, 
et dans chacun des triangles AOB , AGG et BOC , j inscris un 
cercle, en divisant chaque angle en deux parties égales. De 
cette manière on a trois cercles O'D , O'E et 0*F inscrits dans 
le cercle DEF, dont les rayons sont égaux, et qui se touchent 
dans les trois points G , H , I. 

Je dis d'abord <jue ces trois cercles soij^ égaux. EnjeflTet, 
les triangles AOB , AOC et BOC sont égaux comme ayant 
tous les côtés égaux ; et il en est de même des triangles AO'B^ 
BO" C , AO'^'C ; car AB = BC = AC ; les angles O'AB; Ql'JlCf 
C'CA-, O'BA , O'CB, 0"AC sont égaux comme, moit» 
d'angles égaux • par conséquent les hauteurs O'D, 0*JE, 
sont égales^ or ces hauteurs sont les rayons dèi *"'■'*'" 
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O", 0*; donc ces rayons sont égaux/ Je dis maintenant que 
ces cercles doivent se toucher en trois points. H, G , I. Le 
cercle O** , par exemple , doit toucher le cercle O' au point 
G intersection de CO" avec AO :"car le cercle O^ étant 
tangent en F et G aux droites AC , AO , on a AF = AG ; 
on a (de même AD=:AG'/G^ étant le point de tangence, 
supposé différent de G, du cercle O^ avec la droite AO : or, 
& cause de AF = AD, on a AG^ = AG ; donc la droite AO 
touche en un même pqint G les cercles O'. et O'*' ; donc ce 
point G e»st le point de tajigence de ces cercles. Or, à cause 
de régalité des triangles AGO'^, AGO', l'angle AGO'^ est 
égal à Tangle AGO^, et comme d*mlleurs chacun de ce» angles 
est droit, nécessairement la ligne O^GO" est droite; consé- 
quemment le point d'attouchement G se trouve sur la ligne 
des centres O^O'. Les points H et I sont donc aussi, et 
par la même raison , ceux d*attouchement des cercles O" et 
O^, O' et O". 

On pourrait chercher les centres et les rayons de trois autres 
cercles qui toucheraient extérieurement les trois côtés du trian- 
gle équilatéral en D, £, F , et qui se toucheraient deux à 
deux. ' ^ 

â^. Lia seconde solution est fondée sur le lemme suivant, 
Lemme. Tout étant comme aux théorèmes XI ^ XII et 
XIII , si t angle R^Q est droite que V angle RpSz=:Rp^^ 
et que p«S = pA = p^ , la droite AS sera parallèle et égal^ 
à Pp y et on aura 

Jç = RQ — AS.pQ. 

1^. Si des deux angles RpQ, R/w/ on soustrait les angles *^S-^ 4^ 
égaux RpA , R/7S , il restera les augles égaux ApP, Spq ; mafs 
l'angle ApP est égal à Fangle APp ; donc l'angle Spq est 
égal à l'angle AP^ ; donc les droites AP , Sp sont parallèles; 
mais elles sont égales , par construction ^ donc les deux droites 
AS et pp sont égales et parallèles. 

sk\ On a aussi BJJ = Rp*+ ^=Ap + pQ > ®t d'aprè* 

I ■ I . 

L ■ ^ .p- 
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le théorème XIII , Â^*=== Ap*+ pQ — pP . pQ ; don^ 
Xy = RÎ^*— pP.pQ = RQ — AS.pQ. 
Venons maintenant à là. solation du problème. 

Construction. Dans la circonférence du cercle donné ^portez 
le rayon AB de B en C , de C en D , de D eh E, de E 
en cî, de d en r : du centre B et du rayon BD soit 'décrit un 
arc qui passe par les points a, p , et- du centre E et dn même 
rayon BD , soit coupé cet arc en a et a ; avec le même rayon 
F>gi44 ®^ ^^^ centres C et c soient décriti deux arcs qui se coupent 
en V , et des centres D et d, deux arcs qui se coupent th v; 
des cehtres V et v et avec la même ouverture de compas, 
soient décrits deux arcs qui passent par m et n ; des centres 
a et «6 et du rayon AB , soit coupée la circonférence dn 
cercle donné en G et H et en g" et A 5 soit porté le rayon 
AB de G en L , de H en I, dé g* en /, de A en i ; soit priï 
BF=Aa, LY=lY=ly=ziyz=zlL , Fm=Fn=Yy , I>p=Dn'y 
du centre A et du rayon connu mn soit décrit le cercle 
PSRXQT, sur la circonférence duquel prenant un point ar- 
bitraire P , on portera le ^ayon.AP de P en S , de S en R, 
de R en X , de X en Q , de Q en T -, enfin des centres P , 
Q , R et du rayon pn , soient décrits trois cercles qui seront 
les cercles cherchés. 

Démonstration, On a trouvé (Probl. XXXVII) que Vangle 
GAa était égal à la moitié d'un droit, ou à ^ de la circoirfé- 
rence, d'ailleurs Tare GL est, par construction, ^ de la cir- 
conférence ; donc arc GL— arç GF , ou arc FL 1= ^ — -g =tî 
de la circonférence, et conséquemment l'arc IL en est •— 5 donc 
sa corde que. nous désignerons par IL est , pour AB. = 1 , 



{*) La corde d*un douzième est le double du sin iS^, pour lequel on 
prouve (Thdor. et Probl. Trigouom. rect. ) -^(v^3— i), donkle<balibci( 
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F^.est un diamètre (Prob. XXXVI) , et les points G et H 
étant symétriques par rapport à F, ainsi que g- et h par rap- 
port à /, les points' I et L sont aussi symétriques par rap- 
port à F, ainsi que i et /par rapport kfy donc Li est aussi 
un diamètre^ et conséquemment le ^i|ngle rectangle lAi 



donne 



# 



Lï=IL + K, donc 4=:a — V/S + Ii, 

d'où li* = a + v/3 et If = v/Ca + K3). ' 

Les points a , I , f ^ B , A étant analogues aux points Q ^ A, 
S^ B.} p du lemoiie premier, on aura, d*aprè^ ce lemme et 
les théorèmes 9 

V 

Donc al=y^(a — ^3) = IL. Par les mêmes raisons, 
aL=LI , donc, d'après la construction , alYL sera un rhombe, 
et on sait que pour cette figure 

âY'+ ÏL*= 4d[\ d'où «Y*= 4ûi*— U7*=: 3ÎE*, 

et conséquemment 

. ûY=ILv/3x=v^(6^3\/3); 

mais les points I , L étant également éloignés du point A , 
les points a, Y, A seront dans la même droite (Théor. XI); 
donc (*) 

AY z= A« — Ya= v/a — i/(6 — 3V/3) 



(*) Voyez la première Section de mon Algèbre, sur l'extraction des ra- 
cines des quantités en partie commensurables; en partie incommensu- 
ra>>leë> D'ailleurs, en élevant au quarcé les deux membres de Tégaliié 

^(6— 3v'3) =3^î — v'j» on retombe sur une égalité. On constatera d© 

»éme l'égalité y'J— y'î = V(a — ^3). 



i35 THÉORÈMES 

la même démonstration s'applique à la ligne Ay. Ensuite le 
point ^ étant sur ]a ligne a<L^ c'est-à-dire^ sur la droite oA 
prolongée, on aura Yy = aAY. Or des points V, B, A, 
E , V , les trois premiers étant également distans des points 
C et c ^ sont en l^pe droite y et les deux derniers étant' aussi 
à des distances égala||de D et J, sont en ligne droite; donc 
ces cinq points.se trotrvent sur les droites AB et A£, qui ne 
sont qu'une seule et même droite. 

Si on suppose^ pour un moment, que les points 7» et n 
soient sur cette même droite , on aura 

km = AV — y m = 3 — V 3. 

En effet, si Ton compare les points C, c,V, B, A,E 
avec les points A, B, Q, P, p, 9 (théorème XI ), en ob- 
servant que , d'après la construction , BC = CA = Ac = cB , 
CV= Ce=Ec= cV , on aura VB = AE, d où AV = a , et , 

par construction , Vm = BD = v^3. On trouvera de même 

• 

kn == Ai/ — vu = 2 — 1/3. 
Donc 

» 

F7n*= Âwi*+ AF* = 7 — 41/3 + 1 = 4(2-. ï/3), 

et conséquemment 

F/n = 2 1/ (2 — v/3) = 2 AY = Yy , 

ce qui résulte en effet de la construction. Ainsi le point 
771 sera en effet sur la droite VA, et le point n sur la 
droite Av. 

Puisque A77i = 2 — V^3 , on aura 7n7i=4 — 3^3; or les 
triangles BpD ^ vtiD ayant les côtés égaux entre eux , à cause 
de BD=:Dv , Pp=D7i, Bp=nv puisque v7i=BD=rBp; 
d'après la construction , on aura l'angle Di'ti égal à l'angle 
DBp5 mais l'angle Idvn , qui est le même que l'angle DvB, 
étant égal à l'angle DBV , on aura l'angle DB/? = DB v ; donc 
le point p est dans la droite A£ : on a ensuite D/i = Dn 
et dn^=idp\ comparant donc les points D, rf, A, n, pi E 
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aux points A^ B, Q ^ P^ />, ^ du théor. XI, on trouvera 

pE = nA = a — |/3, 
d'où 

pii = AE — aA7i = i — 4-f-ai/3 = ai/3 — 3. 

De plus, le triangle équilatéral PQR étant semblable an 
triangle équilatéral BD J , et par conséquent aussi le triangle 
ABD étant semblable au triangle APR, on aura 

AB : BD :: ap : pr, 

c'est-à-dire, en observant que, par construction, AP=m7i, 

i : \/5 :: 4— sk'S : pr; 

d*où on tire 

PR =4v/3 — 6 = a(av/3— 3) = apn; 

Donc la ligne PR étant coupée par moitié au point k > ce 
point se trouvera sur les deux circonférences décritjps des 
points P et R, et il sera conséquemment leur point de contact. 
Qu'on ajoute ensuite à la droite AR = mn =: 4 "~" ^|/3 , le 
rayon du cercle décrit du centre R, c'est-à-dire la droite 
Rr=7ip= a ^/3 — 3 , et on aura 

Ar=AR+Rr = 4— 3= 1 =AE = AB; 

donc le cercle décrit du centre. R touchera intérieurement 
le cercle donné, puisque la distance des centres AR, est 
égale à la différence des rayons Ar— Rr. 

Problème LUI. Du centre A décrire un cercle qui touche 
les trois cercles inscrits par la construction précédente y et 
' dont les centres sont P , Q , R. 

On prendra une troisième proportionnelle. aux deux droites 
AB, Am; avec cette ligne comme rayon et du centre A, 
on décrira un cercle qui sera le cercle cherché. 

. En «{Fet^ AB étant 3=1, et-Amsa — 1/3» la troisième 
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proportionneUô «era 7— 4V/3. Si maintenant du rayon Arrsi; 
on soustrait le dianiètre qr du cercle décrit du centre R , 
lequel est =± 2pn z=i^\/Z — 6 , on aura précisément pour diffé- 
rig.i44- rence 7 — 41/3. Donc un cercle décrit du centre A avec 
cette troisième proportionnelle pour rayon , sera tangent an 
point q au cercle du centre R , et conséquemment il le sera 
aux deux autres cercles. 

Problème LIV. Inscrire^ au moyen du compas y dans un 
cercle d'un rayon donné quatre cercles qui lui soient tangens^ 
et qui soient tangens entre eux. 

Lemme. Si on a deux circonférences concentriques B F Eî ^ 
ÇRST , qu*on ait divisé la première en quatre parties 
égales aux points B , F, E, f, et qu'on ait pris arbi- 
trairement sur la seconde un point Q, je dis que si ^ avec 
la distance BQy comme rayon, on décrit des points F, E, 
f, comme centres, des arcs qui coupent la seconde circon- 
férence en Ry S, T, cette circonférence sera divisée en 
quatre parties égales aux points Q , R, S , T. 

En effet , les triangles QBA , FAR sont parfaitement égaux, 
comme ayant les côtés égaux chacun à chacun; donc J'angle 
BAQ est égal à Tangle FAR ; retranchant de part et d'autre 
Fjg.145. l'angle commun FAQ, il restera l'angle BAF égal àVanglei^AR; 
or le premier est droit, donc le second sera droit ; donc l'arc QR 
est un quart de la circonférence* On prouvera de la mêma 
manière, que chacun des arcs RS, ST et conséquemment 
TQ mesure un angle droit. Donc , etc. 

Cela posé , occupons-nous de la solution du problème. 
Construction, Portez le rayon AB de B en C , de G en D, 
de D en E; des points B et E comme centres, avec le rayon 
rig.14G.BD, décrivez des arcs qui se coupent en a; du point B 
avec le rayon Aa , coupez la circonférence donnée en F etf, 
du point F avec AB pour rayon , coupez la nfiême circon- 
férence en N et O, et des points N et O aK'ec BD ipqfit 
rayon, décrives; deux arcs qui se coupent^en P. Du.DeatMi A 



s .-.■ Ji, 






ET PROBLÈMES. iSg 

et du rayon oP, soit décrit le cercle QRST ; puis prenant 
arbitrairement un point Q sur la circonférence de ce cercle, 
avec le rayon BQ et des centres F , E , jf, coupez cette cir- 
confér^iice en des points R, S , T. Enfin des centres jQ , R , 
S 9 T et du rayon aF , soient décrits quatre cercles qui seront 
les cercles cherchés. 

Démonstration, Comme on à (Prob. XXXVI) 

BF = FE = Ef=fB , 
on aura aussi , d'après le lemme 

QR = RS = ST = TQ; 
donc l'angle TAQ sera droit , et conséquemraent 

TQ*=: XtV aq*= aÂr! 

Ayant fait AB == i , on aura aussi FP = x ; car il résulte 
de la coristruotion que la droite PF prolongée va passer 
par le centre A et par le point /"; donc l'arc FCN étant 
de So*' , l'aBgle NF/ sera de 60° , et conséquemment son 
supplément NFP sera de iîao°; d'ailleurs l'angle NPF aura 
pour mesure ^NBF— iNCF±=:3o**; donc l'angle PNF sera 
aussi de 3o°. Le triangle, PFN étant isoscèle, on aura 
PF=FN = i; d'où AP = 2. On aura encore Aa=v^!2, 
d'où cP=:AP— Aa=2— i/a, aF = aA — Af—V^^—i ^ 
d'où l'on tire , d'après la construction , 



i 



2.AT>= a.aP = TQ =îî(2— V/a)S 

et, : 

TQ =r (a — V/a) v/a = a V/^-— 2 = aX Va — 1) = a«F. 

Donc la distance des deux centres T et- Q est égale à la 
somniie des rayons des deux cercles décrits des centres T , 
Q; donc ces cercles sont tangens. On prouverait la même 
chose i regard de deux quelconques des autres cercles. 
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Soit ensuite r le point où la ligne AR prolongée coupe l 
cercle décrit du centre R ; on aura 

Ar = AR + Rr = aP + ûF = PF = 1 = AB; 

donc le point r se trouve sur la circonférence du cercle donn^ 
Donc la distance des centres A et R est égale à la differenci 
des rayons ; donc les cercles des centres R et A se touchen 
^ intérieurement. La même démonstration s'applique aux au- 
tres cercles. 

Remarque /. 

La solution de ce problème deviendrait très- facile j 
si on écartait la condition de le résoudre avec le compai 
seulement ; car , après avoir divisé la surface du cercle donnéi 
par deux diamètres perpendiculaires , en. quatre secteurs ^ il 
ne faudrait que décrire dans chacun un cercle tangent axa 
deux côtés et à l'arc de cercle qui le termine ^ question fa- 
cile à résoudre. On pourrait encore décrire^ quatre autrei 
cercles qui toucheraient extérieurement le cercle donné ans 
points où celui-ci est touché par les quatre cercles , et qui 
se toucheraient deux à deux. 

Problème LV. Du centre A décrire un cercle qui touche 
les quatre qui résolvent le problème précédent. 

Solution. Cherchez une troisième proportionnelle aux droites 
Fi'g.i46. FP, Fa, avec cette ligne prise pour rayon, ei du centre A 
soit décrit un cercle ; ce sera le cercle cherché. 

Démonstration. PF étant i et Fa = \/q — i , la troisième 
proportionnelle sera 3 — a y/a. Or soit q le point où le rayon 
Ar coupe le cercle décrit du centre R , qf en sera le dia- 
mètre = aaF = aV/a — a : si de l'égalité Ar = i , on re- 
tranche aaF =3 a y/a •— a , il restera Aq = 3 — a ^/a qui est , 
en effet , la troisième proportionnelle. Donc la somme Ûe$ 
rayons Aq et qK, c'est-à-dire , a — y/^ , sera la distwfiôiH 
centres A et R= aP = a — ^2. 




^ 
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Problème LVI. Décrire un cercle tangent à trois droites 
données qui ne soient pas toutes parallèles. 

La solution de ce problème n'a pas de difficulté. 

Problème LYH. Décrire un cercle tangent à deux droites 
données et à un cercle donné. 

r r 

Ce problème présent^ deux cas y savoir : 

1*. Les deux cercles se touchent extérieurement. 

2**. Ils se touchent intérieurement. 

1^ Soit A le centre ^u cercle donnée et soient ZC; DB 
les droites données'. Du centre A^ abaissons sur ces lignes les Fig.f4^^ 
perpendiculaires A!2i y AD , et prenons sur leurs prelongemens, ' ^^* 
les parties ZX et DF égales entre elles et au rayon AK dû 
cercle donné. Par les points X et F ainsi déternûnés , menons 
les lignes XH, F6 , parallèles aux droites ZG^ DB; eâfin, 
par le problèVne LI^ décrivons un cercle qui passe par' 
le point A y et qui soit tangent aux droites XH, FG; 
soient H et G les points de contact , et soit £ le centre de 
ce cercle : je dis que si-, du point E comme centre , et avec 
un rayon EL = AE — AL , on décrit un cercle , ce cercle . 
sera tangent aux droites ZC, DB. Car^ les angles ECZ, EBD 
sont droits , et les rayons £A y EH y EG étant égaux y ain9i 
que les parties CH, BG , il en résulte EL==EC = EB. 

â^. La construction à faire ne différera de la précédente 
qu'en re qu'il faut prendre AX = AZ — XZ et AF = AD p^g ,/^ 
^- DF. Par ce moyen, le cercle cherché aura un rayon ^'^ 
EL=AE + AL, d'où AE = EL — AL, condition sou# 
laquelle deux cercles se touchent intérieurement. • 

Problème. LVin.jDécnV^ un cercle qui passe par un point 
donné et qui soit tangent à une droite et à un cercle donnes de^ 
position. 

O^KiBtito: Nous appellerons cordes semblables dans deux 

d'arcs semUables; ou qui 
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ont même nombre de degrés. Les angles au centre correspoii' 
dans à des arcs semblables , étant égaux , il s'ensuit évidem^ 
ment que les cordes semblables sont entre elles comme leurs 
rayons. Réciproquement , si deux cordes sont eptrë elles comme 
les rayons des cercles auxquels elles appartiennent , ces cordes 
«ont semblables. Nous pourrons donc regarder cette propriété 
des cordes semblables d'être proportionnelles aux rayoxis, 
comme équivalente à leur définition. Ces propositions sont 
faciles à démontrer , en prenant les cercles concentriques. 

Lemme. I. Si deux cercles se coupent , et que par l'un des 
points d^ intersection et par le centre d'un des cercles , on 
. mène une ligne droite , cette ligne ne passera point par h 
contre dû second. 

Car si cette droite passait par les centres des deux cercles, 
les deu:^ cercles auraient une tangente commune en leur point 
d'intersection } ils se toucheraient donc en ce point. 

Ixemme II. Si deux cercles se coupent , et que par un des 
points d'intersection , on mène une droite qui coupe ces deux 
iiercles , les cordes déterminées seront dissemblables. 
Fjg.i48. £n effet, soient A et H les centres de deux cercles qui 
66 coupent eh C et en £', menons les diamètres CHI , CAû 
de ces cercles 5 il suit du lemme précédent, que Tun de ces 
diamètres ne pourra passer parle milieu de l'autre. Pat le point 
d'intersection C , menons d'une manière arbitraire la droite 
CBD 'j je dis que les cordes CB , CD sont dissemblables. Car» 
joignons BG , DI , et prolongeons les droites CG , DI jusqu^à 
Içur rencoiître en K : les angles CÇG , CWi étant droits , 
les triangles CBG , CDK donnerpAt 

• ^ CB.: CD :: CG : ck. 

H est donc impossible que l'on ait 

CB : CD :: CG : ci :: i CG : i ci :: CA : C». 

Eéçiproqaement ,silet cordes déterminéef dans deux cefelès 
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par une sécante qui leur est commune ^ sont dissènwlables , 
les deux cercles se coupent. 

Car «î les cercles se touchaient , les arcs MBÉ , ^DF se- 
raient semblables r il en serait de même des arcs BË DF : „. , 
donc aussi les arcs MB et ND seraient semblables , ainsi que -. 
les cordes qui les soutendent , ce qurest contre Thypothèse. 

Xemme III. Si deux triangles semblables ont leurs bases 
parallèles et le spmrnet commun , les cercles, circonscrits à ces 
triangles seront tqngens l'un à l'autre, et ils auront pour point 
de contact le sommet commun* - 

Eh effet, soient ABÇ, ADË ces deux triangles • soient O p|^ ,0^^ 
et P les centres des cercles circonscrits : menons les rayons 
OD , OE^PB, PC. Les angles DÔÈ , BPC ét^nt doubles de 
l'angle BAC, «ont égaux, et les tariang^les ODE, PBC.^ont sem- 
blables. On a donc 

DE : BC :: dq : 6p*^ 

mais 

DE : BC :: ad : ab; 

donc 

AD : AB :: DO : bp. 

• * ■' ■ 

Donc les cordes AD, AB sont semblables : or, d'après le lemm« 
précédent, lé contraire aurait lieu, s'il était pps&ibli^ que les 
cerclés se coupassent ; donc ces mêmes cercle^ sont tangens * 
l'un à l'autre au .point A. 

Cela posé , occupons-nous de la solution du problème pro- 
pose. 

1**. Si Ton veut que le cercïe donné et le cercle demandé 
ne touchent extérieurement, soient' A le point donné, G le 
centre du cercle donné et PQ la droite donnée. Par Je centre 
G l'on mènera la ditoite DGPti perpendiculaire à PCj; en- • 
•uite ayant foint DA, l'on prendra DH quatrième propor- Fig-iSf. 
tionnelle aux lignes DF , DC , DA ^ enfin ^ au moyen du 
problème L , on décrira un cercle qui passe par les 
points A et H, et qui soit tangent à la droite PQ ; je ^ig 
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qu'il le sera aussi an cercle donné. En effet , aott B le poini 
de contact de la droite et dn cercle , joignons DB qni coape h 
cercle donné en E , menons la ligne £F . L*angle DEF étant droit , 
le quadrilatère BEFC estinscriptible (Récip. Liy. Il^Prop. XI): 
. on a donc DC X DF = DB X DE : or, en vertu de notn 
construction, DC X DF =DA X DH ; donc D A X DH= DBx 
DE; donc (Récip. Liv. III, Prop. XXI) les quatre points A, 
H ^ E , B sont sur une même circonférence. De là il suit que 
le cercle décrit et le cercle donné ont le point E commun , 
et je dis qu'ils n*ont que ce point de commun. Car menons 
le diamètre BI du cercle décrit, il sera parallèle à la droite 
DC , puisque le cercle AHEB touche PC en B ; et si l'on joint 
lE, l'angle lEB sera droit. Donc la ligne lEF est droite; donc 
les triangles *EIB , EDF sont semblables ; donc , en vertu du 
lemme III , les cercles donnés et décrits lont tangens exté- 
rieurement en E. 

s?. Si Ton demande (jue ces deux cercles se touchent in- 
térieurement , et que le cercle cherché soit intérieur au cerck 
donné , ce "qui reviendra à décrire un cercle tangent à un 
cercle donné et à une corde de ce cercle, la construction 
et la démonstration précédentes resteront absolument lei 
mêmes. 

3^. n en serait de même , si le cercle donné devait être in- 
térieur au cercle décrit. 

Problème LIX. Décrire un cercle tangent à une droite 
et à deux^ cercles donnés. 

Nous distinguerons trois ca^. 

1^. Supposons que le cercle doive être extérieur aux denx 
cercles donnés , soient A et B les centres de ces cercles , et 
j.. g^ 8<jit PQ la droite donnée. Du centre B , on abaissera la per- 
. * ' pendiçulaire BZ sur PQ , et prenant ZX égal au rayon du 
cercle donné A, on mènera par le poiiAX la parallèle XR 
à PQ. Ensuite du point B comme centfe et avec un rayon 
£G égal à U différence des rayons des cercles donnés^ o^ 
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lécrira un cercle ; enfin , au moyen du troisième cas du pro^- 

blême précédent^ on fera passer par le point A un cercle qui 

loit tangent à la droite XR et au cercle du rayon BG : la 

centre £ de ce cercle sera aussi celui du cercle demandé. En 

efiPet y. soient H .et G les points de contact du cercle décrit 

ayec la droite XR et le cercle du rayon BG > menons les 

rayons EA^ EH , EG. Si du point E comme centre, et ayec EL 

pour rayon , on décrit un cercle , il sera le cercle demandé : 

car, en vertu de notre construction, on a CH=:GM=AL^ 

et conséquemment EÇ ='EM = EL : le cercle CLM touche 

donc la droite PQ' en C , le cercle de AL en L , et à cause de 

EB==:EG— GB=rEA — LA + BM = EM + BM, il est 

tangent en M au cercle de BM. 

â^. S'il faut que le cercle demandé soit tangent intérieu*^ 
rement à Tun des cercles et extérieurement à l'autre , la cons* 
tmction sera semblable à la précédente. Cependant, dans ce 
cas^ Ton prendra BXrziBZ'— AL, et Ton aura soin de dé- 
crire le cercle BG avec un rayon égal à la somme des rayons 
des cercles proposés : ce qui donnera d*abord EA = EL — AL, 
première condition; mais on aura toujours EB = ElVl -f- BM ^ 
ce qui exprime la seconde. Il est bien entendu que le cercle 
EH sera décrit conformément au premier cas du problème 
précédent. 

3"*. Si Ton veut que deux cercles donnés soient tangens in- 
térieurement au cercle, cherché^ la construction sera exac- 
tement la même que celle du cas précédent. 

Problème LX. Décrire un cercle qui passe par deux points 
donnés, et qui soit tangent à un cercle donné, 

n est évident qu*il faut , pour que ce problème soit pos- 
sible , que les deux points donnés soient tous deux au-dehors 
ou tous deux au-dedans du cercle donné. Ainsi ce problème 
donne lieu à deux cas : 

1°. Si les points donnés B et D sont situés au-debors du cercle Fig 
donné KGEI dont le ceatre est A^ on joindra cesdeux points par 

10 
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ta droite BD, on mènera la ligne DFAG ; et, après avoir pr» 
DH quatrième proportionnelle aux droites DB , DF, eIG, 
on mènera par ce point ainsi déterminé la tangente HIC an 
cercle donné : enfin , par le point D et par celui de contact I, ' 
on fera passer une droite qui rencontrera le cercle donné en 
lïn point K, tel que le cercle décrit par les trois points K , B, 
D sera celui demandé. En effet, menons la droite BK, et soit 
E son point de rencontre avec le cercle donné ; joignons El : 
ye disque les triangles KEI , KBD sont semblables. Car, en vertu 
de notre construction , DB X DH == DG X DF =DK X DI; 
donc ( Récip. Liv. HI , Prop. XXI ) le quadrilatère BHIK 
est inscriptible : d*où il suit que Tangle BKD = IHD. Or, bi 
triangles KBD , IHD ayant Tangle BDK commun , nécessaire* 
ment Tangle HID ûu KIC est égal à Tangle KBD : de plu, 
les angles KIC, KEI sont égaux, conmie ayant pour mesure 
la moitié du même arc Kl : donc Tangle KEI = KBD ; donc , 
les triangles KEI , KBD sont semblables , et par conséquent 
( Prob. LYIII, Lem. III ) les cercles qui leur sont circons- 
crits , sont tangens en K. 

fig.iS^. 2^. Siles points donnés B et D sont au-dedans du cercle donoi 
KGEI , on prolongera la droite BD de DH , quatrième prO' 
portionnelle à DB, DF, DG, ensorte queDBxDH=DGxDF; 
et il est facile de voir que le point H ne peut tomber qu'an 
dehors du cercle donné ; car on a 

DG X DF = DK' X DH' : 

or si on remplace DK' par DB <^ DK', il faudra , par com- 
pensation, au facteur DH', substituer DH >DH'. Cela posé, 
la construction se continuera comme ci-dessus. 

Remarque. ^ 

Comme par le point H on peut mener deux tangentes aa 
cercle donné , on aura toujours deux points tels que I, con- 
séquemment deux lignes telles que DIK^ et deux cercles tan^ Ij 
gens passant par les points D et B, 



« 
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ProbUme liXI. Décrire un cercle qui passe par iin point 
donné et qui soit tangent à deux cercles donnés. 

Nous donnerons deux solutions de cette question , dont la 
première est fondée sur les deux lemmes suivans : 

Lemme I. JÉtant donnés deux cercles , trouver suY la ligne Fig,i34, 
4jui joint leurs centres ^ un point, tel quen menant à volonté 
par ce point une sécante commune aux deux cercles , les cordes 
interceptées soient semblables. 

Ce point n*est autre que celui qui termine la tangente com- 
mune aux deux cercles. En effet , supposons le problème résolu , * 
et soient AB, A'B' les cordes semblables déterminées par AR' 
qui rencontre en R' la ligne qui joint les centres : il suit de là 
(Prob. LYIII, défini) que les angles AOB , A'O'B' sont égaux, 
et que les triangles isoscèles AOB , A'O^B sont semblables ; donc 
les rayons AO , A'O' sont parallèles. Cela posé , les triangles 
semblables R'AO, R'A'O' donnent une proportion de la- 

OO' X AO 

quelle on déduit R'O = --t-t^ ttttt- Or «oî^ R 1® P<>înt 

AU i;; A O 

où aboutit la tangente commune aux deux cercles; on a aussi 

riy^i. YYVlrvTrT^ un OO^ X OT 0& X AO , 
( Prob. XXXXVm ) RO = qt:;: (yT^ = AÔ qi AO^ ^ 

Lemme II. «Se du point R, déterminé auprès le lemme pré-- 
cèdent , on mène une sécante quelconque RB'A'BA commune 
aux deux cercles , je dis qiCon aura RIX X RC=:RB' X R^' 
Car si l'on mène les cordes BD, B'D'^ il est facile de voir 
qu'elles sei:ont parallèles. Alors les triangles semblable^ RBD^ FigiSi. 
RB'iy donneront 



or, 



RB : RD :: rb^ : rd' : 
RB : RD :: RC : ra; 

donc 

RB' : RD' :: RC : ra^ 

d'où Ton tire 

RD' X RC = RB' X RA, 
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On aura aussi 

RC X RD = RA' X RB. 

Cela posé , venons à la première solution de la question pnn 
posée. Il peut se présenter trois cas : car , ou Ton voudra que îè 
cercle cherché enveloppe les cercles donnés, ou qu'il soit inté- 
rieur à chacun de ces cercles ^ ou enfin -, que Tun de ces mêmei 
cercles lui soit intérieur et l'autre extérieur. La solution est li 
même pour ces trois cas : nous nous bornerons donc à en trai- 
ter un y le premier , par exemple. 

Soient K et L les centres des cercles donnés , soit I le point 
donné. On cherchera , d*après le lemme I , sur la droite KL 
qui joint les centres, un point M tel qu'en menant par 
ce point une sécante quelconque commune aux deux cer- 
cles^ les cordes interceptées soient semblables. On joindra MI» 
fjg.iSS. et, après avoir pris MN quatrième proportionnelle aux ligne» 
MI, MD, MH, on décrira, au moyen du problème précé* 
dent, un cercle qui passe par les points N, I, et qui soit 
tangent au cercle dojit le centre est K ) je dis que ce cercle 
sera pareillement tangent à celui dont le centre est L. En effet, 
soit B le point de contact du cercle décrit et du cercle K ; 
menons la droite BCFGM qui rencontre en B et C le premier ; 
cercle et en F et G le second. En vertu de notre construc- 
tion, on a 

MN X MI = MD X MH : 

or, suivant le lemme II , 

MD X MH = MB X MG ; 

donc 

MN X MI = MB X MG ; 

donc les quatre points B, G, N , I sont'^sur une môme cir^ 
conférence. De là il suit que le cercle décrit et le cercle L 
ont le point G commun , et il reste à démontrer qu'ils n'ont 
que ce point commun. En elFet , puisque les cercles BDÇ, BDf 
sont tangens en B^ les cordes BCj BG sont eemblaUei 
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XProb. LVin , Lemme III ) ; mais il en est de même des cordes 
BC , GF, en vertu de notre construction ; donc les cordes BG , 
GF sont semblables; donc (Prop. LVIII, Lem. II et III) , 
les cercles EFG, BGI sont tangens en G. 

Passons à la seconde solution. 

Soient A le point donné, OB , OX les rayons des cercles Fig.i56. 
donnés. Supposons le problème résolu , et soit ABC le cercle 
cherché tangent en B -et C aux cercles donnés. Si Ton mène 
les droites ABE , ACG par A, et les points de tangence.B 
et C , et la droite DBCF , les trois triangles ABC, BDË, CFG 
seront semblables (Prob. LYIII, Lem. III). $i , par les 
points E et G , on mène les tangentes £H> GI aux cercles 
des rayons OB , O'C^ on aura 

angle AEH = angle BDE = angle BCA^ 
angle AGI = angle CFG = angle ABC. 

D'où il suit, i^. que les triangles AGI^ AEH sont semblables 
an triangle ABC ; â^. que 

angle AIG = angle ACB = angle AEHf 

qa'iainsi les tangentes GI , HE sont parallèles» Si, du point A 
on mène aux cercles des rayons OB , OX des tangentes que 
nous désignerons par t et fy on aura 



^« = AC X AG = AB X AI 
<• =:ABXAE 



j~{^'= 



ae: 



Si donc on prend , à partir du point A y sur la droite AO y 
une longueur AR qui soit à AO dans le rapport de 1^* 
à t^ » et que du point R , comine centre , avec un rayon RI 
qui soit aussi à OE dans le rapport de /^ à ^, ou de AR à 
AO9 on décrive le cercle mïn, ce cercle sera tangent à IG^ 
parce que RI est parallèle à la droite OE perpendiculaire 
à la parallèle HE à GI. Il suffira donc de mener une tangente 
conuDipe aux deux cercles des rayons RI , OX : si Ton >oint 
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même raison j se trouver auàsi sur cette droite mn. Donc let 

quatre points m , n, p , q sont placés sur une même droite. -. 

. Ce théorème et le précédent sont encore dus à M. Carhot ; 
BOUS les avons tirés d un excellent ouvrage ayant pour titre : 
Mémoire ^ur la relation qui existe entre les distances res^ 
pectives de cinq points quelconques , pris dans l* espace; siM 
JCun Essai sur la Théorie des Transversales. 

Théorème XXV. Soient A ^ B ^C les centres de trois cer-- 
clés tracés dans un même plan : concevons qu'on mène de$ 
droites qui touchent ces cercles deux à deux extérieurement , 
fig.i63* gi soient SL^b, c les points où ces tangentes coupent les lignet 
des centres prolongées , c'est-à-dire que a soit le point où la 
ligne des centres BC est rencontrée par la tangente èxtérieun 
aux cercles B et C^ et ainsi des autres ; les trois points à, 
h, c se trouveront nécessairement en ligne droite. 

En désignant par A^ B et C les rayons des cercles dont 
les centres sont A ^ B , C ^ on a la proportion 

A : B :: Ac : Bc , 
B : c :: Ba : Ca, 
c : A :: cb : Ab: 

multipliant ces trois proportions et réduisant ^ on trouve 

Ai . Ca . Bc == Ac • Ba . Cb ; 

relation qui ne peut avoir lieu , d'après le théorème XIV , sans 
que les trois points ne soient en ligne droite. 

Théorème XXVI. Soient les tangentes intérieures TT", tt', 
tt', et soient h\ a\ c' les points dans lesquels elles coupent 
respectivement. les lignes des centres: 

rig.i63. ^''' ^^^ ^^^^^ transversales Ja\ Bh', Ce' se coupent en un 
même point D. 

a*. Les points Va'c ; c'a'b; c'b'a sont en ligne droite. 

' !•, En désignant par A> B^ C les rayons des cercles dont j 

I 

•i 
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cordes des arcs d'un même nombre de degrés, sont proportion- 
nelles aux diamètres ; donc , etc. 

Lemme II. Dans un quadrilatère qui a deux angles droits 
aux extrémités d'une même diagonale, cette diagonale est 
égale à Foutre multipliée par le sinus de l'angle opposé à la 
première. 

Les angles en F et G étant droits^ la circonférence décrite 
snr AD comme diamètre, passera par les quatre sonaimets, 
et on aura , d'après le lemme précédent > 

sin FAG = ?S , d'où FG = AD.sin FAG. ^ig 1 59. 

AU 

Occupons-nous de la solution du problème. 

Soient A, B, C les centres des cercles donnés, X eefui 
du cercle cherché. Formons le triangle^BiÇ et joignons X fig, iga. 
aux centres A, B, C; du même point X meno^s suy A]^, 
AC les perpendiculaires X£, XF , el menons la diagonale £F. 

Si Ton conçoit sur BX, comme diamètre, une circonfé- 
rence , elle passera par les points £ , F , et d'^ès le lemme II , 
on aura 

EF = BX sin ABC, 

tt, après avoir éleyé au quarré. 

Dans 1« triangle "EffF , op a 

EF*=i= Wà+ 3F*— ûEB.BF W ABC. 

Cela posé, soient x le rayon de la circonférence cjierchée,. 
A, B, C les xayons des circonférences qui cuit Ifiurs cej^e» 
en A, B, C; fl, 6, c les côtés du triangle ABC, respccti- 
nment opposés aux angles Aj^B, G, et enfin /net n le si- 



A d'où } BE*— EA*= BX*— AX*; 

■ y l 
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nus et le oosinris de l'angle conna ABC. L'éqnation résnltant* ' 

de l'égalité des deux valeurs de EF deviendra 

(B + x)*m» = ËB* 4- BF*— aEB.BF .n, 

et on remarquera qu'en remplaçant BX , qui est la distance 
des centres B et X , par la somme des rayons B -f- ^ > oli dit 
que les cercles B et X se touchent. Traduisons £B et BF. 
Les triangles rectangles BEX^ £AX donnent 

BÊ*+ ÊX*= BX*Ï j,_./ 

iiV ÊX*= AX I 

écrivant pour AE sa valeur AB — BE = c — EB , et pour 
AX sa valeur A+x, qui exprime que les cercles A et X st 
touchent, on trouve 

aEB.c — ç*=B*— A* + a(B — A)x, 

c'est-à-dire ,' 

EB _ B>--A^ + c^4-Q(B~A)a: , 

on obtiendrait de la même manière, 

BF = B"— C"+g' + fl(B — C)a? 

. aa * 

et dans cette évaluation de Bf , on introduit, par la substi- 
tution de C-f-o; pour CX , la condition que les cercles C 
et X SQ touchent. Reportant ces valeurs de EB et BF dans 
l'équation trouvée ci-Jessus, on a celle-ci : 

(B+x)^m^ = ^B>-A- + c- + a(B-A)xy 

/É^ — C*4û^ + 2(B — C)a:V 

+ 1. s^— — ; . 

_ ^ {B>-^À°+c^+a(B— A)j:}(B''— C^+a«4.fl(B— €>) 

aac ... 

qni ne monte qu'au second degré. . . 
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Si les cercles touchés ont tous trois même rayon , ou â 
A = B = C , l'équation précédente se change dans celle-ci : 

é^^s^ + 8B/n»a: + 4m*B* + anac—(i' — c* = o., 

laquelle étant résolue ^ donne 

d'où on ijre ^ en prenant le signe supérieur ^ ^ 



m 



aix + By 

Eh effet ^ si du centre X on mène une perpendiculaire Xx 
à AC^ cette perpendiculaire divisera AC en deux parties 
égales en x^ et on aura^ d*après le lemme P% 

8in xjLC = 



XC 2(a;+A)' 

ainsi du centre C avec un rayona;4-B = — , on décrira 

un arc qui coupera la perpendiculaire en un point Xj lequel sera 
le centre du cercle cherché. 

Remarque. 

Sûr ce problème et les précédens , on peut- consulter 
P Arithmétique unix^erseile de Newton y au titre : De la manière 
de mettre les questions de Géométrie en équation, 

4 

Théorème XXIII. Soit ABC un triangle quelconque inscrit 
dans un cercle ; si par chacun des sommets on mène une Fig.i6i, 
tangente prolongée jusqu'à la rencontre des côtés opposés en 
a^ b y c^ les trois points a» b^ c seront en ligne droite. 

En effets le triangle ABa donne 

AB ; Ba :: si^AoB i sinBAa, 
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Remarque, 

On pourrait se proposer d'assigner les centres et le rayon 
de ces cercles tangens. 

Questions à résoudre. 

Nous invitons les élèves à s'exercer sur les énoncés suivani 
qni appartiennent à la Partie^précédente de ce Recueil. 

Problème. Trois droites étant données de position dans un 
plan , tracer une transversale qui soit coupée par ces droites , 
en deux parties , dans un rapport donné. 

Problème. Quatre droites étant données de position dam 
un plan , tracer une transversale qu'elles divisent en trois 
parties qui soient entre elles comme trois lignes données. 

Problème. Trois droites étant données de position dans un 
plan, trouver le point d'où menant trois perpendiculaires à 
*à ces droites , ces perpendiculaires soient entre elles comme 
trois lignes données. 

Problème. Inscrire dans un cercle donné et lui circonscrire 
un triangle d'un contour déterminé. 
Ti$.i&]. Théorème. Soient un demi -cercle AMB et Une sécante 
quelconque DE ; si des points A et B j on lui mène deux 
perpendiculaires AD , BEy le segment DF sera égala GE. 
Fig.167. '^Théorème. Soient un demi-cercle AMB et une ligne KL 
qui le touche en T; si des points A et B on lui mène deux 
perpendiculaires AK^ BH^ la ligne TK sera égale à TE, 
Fig.168. Théorème. Soient deux demi^cercles ABC , DEF, et soient 
AD = CF; si du point C on mène une sécante quelconque 
CGEB^ et du même point une tangente CTK, on aura 
i\ CG=:EB; Q\ CT=:TK. 
Fig.169. Théorème. Soient deux cercles ABC A , DEFD,et AD=FC; 
si par F on mène une sécante quelconque BEFG , on 
aura BE= FG. 
Fîg.170. Théorème. Soient deux demi '^ cercles ABC, DEF et , 
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F'G:=:AD;5i par C on mène une sécante quelconque CKEB, 
et une tangente CTM , et par G deux perpendiculaires ^ F une 
GH à la sécante , et Vautre GL à la tangente , on aura , 
l^ BE — KH}îi\MT:;=iTL. 

Problème. Un demi-cercle étant donné, et un point D *'8-^'* 
fur son diamètre , faire passer par D un demi^cercle DTF 
tel y que si du point C on lui mène une tangente CTB , on 
ait B;r=i AD. 

Théorème.. Soient deux demi-cercles ABC ^ DEF c^Fig.1714 
AG = CD ; si par F on mène une sécante quelconque FB , 
9t une tangente FT y et du point G deux perpendiculaires , 
tune GH à la sécante^ l'autre GK à la tangente, on aura 
l^ HB = KE ; a«. KT= TL. 

Théorème. Soient deux cercles qui -se touchent au poî/if Fig.i7a, 
A , soit décrit un autre cercle .qui touche l'un d'eux en B , 
et qui coupe l'autre dans les points C et D ; si des points C 
et D on mène deux droites à l'un quelconque des points de 
la circonférence AEBF , le plus grand de ces angles sera 
tangle CAD , et le plus petit sera l'angle CBD. 

Problème. Etant donné un point B sur la circonférence Fjg.i;^. 
iun cercle , trouver deux autres points L et M , tels , que le 
triangle BLM soit équilatéral , et qu'il touche le cercle par le 
côté LM y dans le milieu P de ce côté. 

Problème. Étant donné un triangle ABC et deux circon^ 
férences concentriques y construire un triangle A!ffC^ qui ait 
deux de ses sommets A' et B' sur la grande circonférence , 
^t le troisième C sur la petite y et qui soit équiangle au triangle 
donné. _ ^jj^ 

Problème. ÉSÊÊàonnées deux^rconférences C et C qui se 
'dupent en E et '^puis un point A sur C et un point B sur C, 
hener la corde AH dans la circonférence Cy et la corde BD dans 
d circonférence C, sous kl condition que lés extrémités H 
t D de ces cordes soient sur une même autre circonférence^ 
^ qu'elles se coupent sous un angle donné. 

n 
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Des Périmètres et des Aires de quelques Polygones 
réguliers m .Quadrature de quelques espaces Ivmr 
tés par des arcs de cercle et des droites. 

Fig.174. Théorème XXVIII. Le côté du triangle équilatéral dr" 
conscrit^ est égal skR^Z ^ R étant le rayon du cercle inscrit. 

Le triangle FQR dans lequel l'angle FQR est dirâé en deux 
parties égales par Q£ y donne (Géom.> Liv. III, Prop. XXXI, 
Théor. ). 

QR . QF = FO . OR + QÔ* 

Le triangle FPR donne par la même raison , 

PR . PF = FO . OR + Pâ* 

Ajoutant ces deux égalités , il yient celle-ci , 



PR . PQ = aFO . OR + aOQ , 

on 



VR = 4FO + 8FO , 
en observant que OR = aFO ; donc 

QR*= laR*. d'où QR = RV/Tâ. 

Cette proposition a déjà été démontrée , Théorème II \ Coro]( 
de ce Recueil. 

Théorème XXIX. La tmsième propofd^^mUe aux péri* 
mètres du triangle et/uilatèral et du quan^t^conscriis à un 
cercle^ est égale à la troisième praportionmeUe aux périmètnf 
du triangle équilatéral ei du quarré inscrits à C9 même cercle^ 

En dFet, défignons pv R le rajon da cercle ; le côté da 
triangle cqoiklénldiOMHGrilaani, dPi^vèt U Aéorèaie pré? 
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cèdent, R|/i3 ou aR^/S ; donc le périmètre du triangle 
équilatéral circonscrit sera 6R|/3. Le périmètre du quarré cir- 
conscrit est évidemment 8R '. donc la troisième proportion- 

nelle à ces deux périmètres, est ?-jt^« Or (Géom. , Liv. lY, 

Prop. ly , Schol.) le côté du triangle équilatéral inscrit 
étant tiyZ , le périmètre de ce triangle est par consé- 
quent 3RV/3; d'ailleurs (Géom. , Liv. IV, Prop. III , 
Schol. ) le côté du quarré inscrit étant R|/â , son périmètre 
sera 4RV^^; donc la troisième proportionnelle à ces deux 

périmètres, est - .„ . Ces deux troisièmes proportionnelles sont 

les mêmes. Donc , etc. 

Théorème XXX. L'aire troisième proportionnelle aux 
aires du triangle équilatéral et du quarré circonscrits à un 
cercle, est égale à Faire troisième proportionnelle aux aireê 
du triangle équilatéral et du quarré inscrits, à ce cercle. 

Car le côté du triangle équilatéral circonscrit étant, d'après 
le théorème précédent, sR^/S, et sa hauteur 3R, son aire 
sera 3R^V^3j Taire du quarré circonscrit sera 4R^ : la 

troisième proportionnelle à ces deux aires est = — a. Or le 

côté du triangle équilatéral inscrit , étant RV3^, et la hau- 
teur ï R ( Géom. , Liv. IV , Prop. IV , Sch. , et Liv. I , 
Prop. XXXII) l'aire sera ^ R^j/S; pareillement l'aire du 
qu'arré inscrit est aR', et Taire troisième proportionnelle à 

ces deux aires, est encore „ .„ \ donc, etc. 

V 3V/3 

. Théorème X£U. L'aire troisième proportionnelle à celles 
de l'hexagone et de l'octogone inscrits y est égale à faire 
troisième proportionnelle à celles du triangle équilatéral et du 
quarré inscrits , et conséquemment aux aires du triangle éqiiî^ 
kUiral et du quarré circonscrits. 



iS4 



THÉORÈMES 



Car l'aire de l'beugone inacrit sera ^— > celle de l'octo- 

|OQe sera flR'^^(Liv. IV , Prop. XIII) ; la trbbième pnn 
portionnelle à ces deux airei, est =- ^ , qui est celle que nom 
avons trouvée dans le théorème précédent. 

Théorème XXXII. L'aire du dodécagone inscrit^ est ^alt 
à trois fois ie quarré du rayon. 

Car l'oirâ de l'hexagoae circonscrit est donnée par la bt- 
mule 

B' = ^->^, 

OU A , B sont les aires des triangles équilatéracx inscrit «t - 
circonscrit, et A' l'aire de l'hexagone inscrit. Or A=s|n*^, 

B=3a't/5, A' = ^S^; donc 

aîre de l'hexagone circonscrit. L'aire du dodécagone ininit 
sera donnée par 

A' = /A><B, 

. dû A et B sont les aires des hexagones inscrit et cïrconicrit, 
ansoite que 



CoroZ/dire. Le côté du triangle équilatéral, éUntRy^,»* |(, 
quarré sera 3B.* j c'est-à-dire, égal i l'airg dadodicasoM I 
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Remarque. 

. Parmi les polygones inscrits , le quarré et le déùagpne sont 
les seuls dont les aires soient au quarré du rayon dans le rap-> 
port de deux nombres entiers ; et p^mi les polygones cir- 
conscrits, le quarré est le seul dont Taire jouisse de cette 
propriété. 

Théorème XXXIII. Le quarré du côté du pentagonerégmt 
lier inscrit dans un cercle^ est égal aw quarré du côté de 
l'hexagone^ plus au quarré du décagone. 

Soit O Je centre du cercle circonscrit à ces troîs^ polygones Fig.TrS. 
réguliers. Soit AB le côté du pentagone : si nous abaissons sur 
ce côté le rayon perpendiculaire OC , BC sera le côté du 

décagone, et il faudra prouver que AB = BC + AO. A cet 
effet, abaissons du centre O une perpendiculaire Ob sur BC ^ 
ioignons CI : les triangles BCI, ABC sont semblables, parc« 
que le point I étant également éloigné des points B et C , 
le triangle CIB est isoscèle comme le triangle ABC; et d*àil<- 
teursi'angle en B est commuil : ces triangles domeiit donc 

Bi : BC :: bc : ba^ 

i'où Ton tire - 

ABxBI=:BC*...^i}[. 

• 

Les triangles AOB , AOI sont aussi semblables , parce que 
^'aDgle AOB a pour mesur 
l*angle AIO a pour mesure 

AKN'+BN N'ACN— AC J»— r^w 



^'aDgle AOB a pour mesure | ^> ^ étant la circonférence 



5 ^r 



tt qtie d*ailleurs Tangle BAO est commun ; donc 

AB : AO :: AO : ai. 



• • 






.:' •. ' -'* 
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d*où résulte 

AB X Ai = AO*....(a). 

En ajoutant membre à membre les égalités (i) et^) , on 
trouva 

I 

Nous croyons ne devoir pas terminer cet article , santf pailer 
de quelques espaces mixtilignes ou curviligne^ ayant des aires 
équivalentes à celles d'autres espaces terminés par désalignés 
droites. Il ne faut pas chercher^ dans ce que nous allons dire, 
une méthode analogue à la méthode des quadratures / tout se 
réduit ici à ajouter à une aire des aires égales ^ ou à lui ajouter 
et à en retrancher la même aire. 

Nous parlerons d'abord des LunuUes d^Hyppocrate de Chio. 
' Théôr. XXXIV. Si sur tes trois côtés d'un triangle JBC 
rectangle en A^ on décrit des demi^circojtférences BnmC^ CMJp 
BNA^ on dura aire CmAM + aire En AN c= aire BAÇ, 

Fig.T76. Les aires des demi- cercles étant comme les quarrés des 
diamètres, on a 

CmnBC : CMAC : BNAB :: BC : CA : BA*, 

doù 

CmnBC : CMAC + BNAB :: BC*: CÂ*+ BÂ*j 

donc , à cause de BC = CA + BA , on aura 

CmnBC = CMaC + BNAB. 

Si de part et d'autre on retranche la somme des aires mixti* 
lignes CmA , B/iA , il restera 

aire CAB =z= aire CMAm + aire BNA». 
Donc^ etc. 

Remarque. 

Il est facile de construire des lunuUes autres que celles 



.* 
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ET PROBLÈMES. 167 

^Hyppocrate , et dont on puisse assigner rigourensement les 
aires ^ mais nous ne nous arrêterons pas à ces recherches. 

Théorème XXXV. Si deux cercles de rayons égaux se 
coupent en A et B , et quç de l'un des points d'intersection A^ 
on mène une ligne AC qui coupe l'arc intérieur en E^ et 
tare extérieur en C, l'aire nUxtiligne EmBnCE sera égale ^'^l^l> 
à celle du triangle EBÇ, 

n suffit de démontrer que k corde BC est égale à la corde 
B£ y parce qu'il s'ensuit que le segment B/iCB est égal au seg-^ 
ment BmEB , et qu'en ajoutant à ces segmens égaux l'espace 
mixtiligne ËmBC ^ on aura 

EtuBtiC =: EBC. 

Or l'arc BmA = BpA ; donc Tangle BEC qui a pour mesure 
la moitié de la somme des arcs BmE et EA ou de Taf e BniA , 
est égal à l'angle BC A qui à pour mesure la moitié de Tangte 
B|pA : donc la corde BE est égale à la corda BC. 

Si la droite AD est tangente en A à Varc AEB, l'air» 
AEmBnCDA sera égale à cette du triangle ABO. 

Théorème XXXVI. Si deux cercles de même rayon se 
touchent en C, et que par le point de contact, on fasse passée 
un troisième cercle de même rayon ^ taire AFCEDNBMA fi^.i'^^, 
3= aire ABDC. 

Menons la tangente CB au point de tangence M des cercles : 
©n vient de voir que l'aire .CFAMBC •=: aire CAB , et que 
Taire CEDNBC=aire CDB. Donc, etc. 

Division des .Surfaces^ ^ 

Problème LXIII. Diviser le pentagone irrégulier AB CD E Ti^.i'^f^ 
en trois parties équivalentes par des lignes tirées du point O 
donné sur le côté CD, 

Faisant la surface du pentagone sA^ celle du triangle 
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EOD = B, EN = x, EM = x', on aura 

\ • 

aireEON + B = |A; "^ 

d'où aire EON = | A — B , 

On tire de là , après avoir abaissé la perpendiculaire OH à Bi, 

4A— B 

* — iOH * 

Le point M sera donné par 

Problème LXIV. Diviser la surface du pentagone ABCDB 
en trois portions équivalentes par des lignes tirées de C angle D 

Soient «nrf . ADE = A , ABCD = C , ABGDE = D , DH ont 

' perpendiculaire abaissée du point D sur le côté AB y lorsque A 
sera moindre que le tiers de D, la ligne DM tombera â II 
gauche de AD^ et on aura^ pour déterminer AM = a7» 
réquation . 

T\XJ 

A + -!^.x = §(A + C>, 

de laquelle on tire 

C — qA 



* I 



X 






Soit AN=a/) on aura Téquation 

DH ' 

laquelle donne < 
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On examinera encore les difFérens cas dans lesquels les 
lignes DM et DN doivent tomber à gauche et à droite des 
diagonales DA et D9. 

Problème LXY. Diviser la surface du pentagone j4B CD E 
en trois portions équivalentes par des Ugnes tirées des points 
O et P donnés sur le côté CD. 

Des points donnés O et P soient abaissées des perpendicu-Fig.161^ 
iaires OH et PH' sur le côté AB -, faisant AEDO = A , 
«urf.BCP = B, ABCO = C, ABPDE=:D, on aura, pour 
déterminer AM = a? et BN=x', les équations 

OH 

On tire de la première 

•t de la seconde 

D — aB 






Problème LXVI. Diviser la surface du pentagone ABCDS^'^B-^^ 
en deux portions qui soient entre elles dans le rapport de m 
à n, avec cette condition que la ligne de division parte du 
sommet d:un des angles. 

Soient surf. AED = A , ABCD = C , ABCDr4 E ; DH 
étant perpendiculaire sur le côté AB, ou aura, pour déter-* 
miner AM = x , Téquation 

DH 

A H X : A + c :: m : m + 7i, 

de laquelle on tire 

m A + C A 



0?.= 



m+/r iDH iDH' 



t. À: 



1 *.!• 



/ 
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Problème LXYII. Diviser un polygone qjielconque en va 
certain nombre de parties équivalentes, par des lignes paral- 
lèles à un des côtés du périmètre, 

f1g.i&3. Soit le polygone ABCD£IF = A à diviser en quatre parties 
égales par des lignes parallèles au côté AB3 on tirera une 
ligne K'G' , ensorte que ]a surface résultante ÀBK'G' paraisrt 
= ^ A ; puis calculant ABK^G' que nous représenterons par 
B' f on connaîtra le rapport de cette surface à la surface en- 
tière. Supposons que la construction ait donné 

B'<iA, 

il faudra ajouter à B' une petite surface G^GKK^ Soit LH' 
la hauteur du trapèze B'5 ]e problème se réduit donc à trou- 
ver sur le prolongement de LH^ le point H par lequel doit 
passer la ligne GK ; on a pour cela la proportion 

B' : ^ A :: (AB + g'ko lh' : (ab + gk) lh. 

Mais lorsque B' diffère très-peu de JÀ, la droite G'K' eit 

' sensiblement égale à GK (^), les deux termes du dernier 

rapport prennent un facteur commun , et la proportion devient 

' B^: jA :: lh' :lH; 

d*0Ù Ton tire 

équation dans laquelle on connaît B' ^ A et la hauteur Uf 
mesurée sur Téchelle du plan. Le calcul serait absolument 
le même dans le cas. dp B' >• ^ A. 

Mais ce que nous venons de dire suppose que les sur* 



(*) La différence entre CK' et GK , pour une même bautenr H^H, *?- 
pend des angles B et A; et cette différence devient d'autant ploa grande 
^ue ces angles soilt^plos obtus. 



. \ ''U* 



ET PROBLÊMES. 171 

faces partielles soient des trapèzes , ce qui n*a plas )ieu dans 
la surface KGFMMF'C = ^A. Dans ce dernier cas, après 
avoir mené par le sommet F , la parallèle FF' à AB , on 
commencera par calculer la surface partielle FF'M'N' = D 
et celle ABCFF dont la différence avec i A donnera F'FMN 
=. E j puis, pour corriger la surface GKCF'N'M'F supposée 
plus grande que ^ A^ on fera la proportion 

D : E :: H"»' : h^h^^ 

d'où l'on tire 

H'H'' = WW . ^. 

Problème LXYIII. Diviser en deux surfaces équivalentes f 
le polygone ABCDEF par une droite RB! parallèle à la droite Fig.184. 
xf donnée de position, 

L*aire P du polygone ayant été calculée par une méthode 
que nous ferons bientôt connaître (Rec. de Théor. et Probl. 
Levé des Plans), sa moitié sera l'espace RCD£R^ Or si l'aire 
BCDEG était égale à l'aire BAFG , la droite BG serait la 
ligne de division cherchée ^ mais en supposant * 

BCDÈG > -, 

en aura Taire BRR'G , en retranchant de l'aire BCDEG qu'on 

" P 

calculera par la méthode annoncée , l'aire — . Ensuite on di« 

visera l'aire BCEG qu'on évaluera par la même méthode , eu 
deux parties BRR'G , RCER' qui soient entre elles dans un 
rapport connu, et la ligne RR' qui opère cette division, don- 
nera la solution du problème. 

On diviserait de même la figure en deux parties équivalentes 
par une droite SS' perpendiculaire à af, en calculant Taire 
ABCDA , DA étant perpendiculaire à xf, pour en déduire 
Taire hDSS\ et diviser ensuite le trapèze DhkE en deux surr 
faces qui soient dans un rapport donné. 
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Quant aux perpendiculaires DA, Eà, elles peuvent être 
mesurées sur le terrain , ou calculées par la théorie des lignes 
proportionnelles. 

Sur les Plans. 

Froblème LXIX. Par une droite donnée dans l'espace^ 
mener un plan parallèle à une droite donnée de position. 

Par un point quelconque de la première droite , on ima- 
ginera une parallèle à la seconde ; la première droite et It 
parallèle à la seconde se coupant j détermineront un pkn 
parallèle à la seconde droite. 

Théorème XXXVII. Si un plan et une ligne sont perpendi^ 
culaires à un plan , le plan et la Hgne^ sont parallèles. 

Théorème XXXYIII. Si un plan est perpendiculaire à une 
ligne , il est perpendiculaire à tout plan mené par cette ligne. 

Théorème XXXIX. Si on mène parallèlement à une droite 
donnée de position deux plans qui se coupent p rintersection 
de/xs plans sera parallèle à la droite. 

Car si par la droite donnée et par un point de la commune 
intersection , on imagine un plan , il coupera chacun des deux 
plans donnés, suivant une parallèle à la droite. Ainsi, par 
im même point et dans le même plan mené parla droite donnée, 
on pourrait tracer deux parallèles à cette droite^ ce qui est 
impossible. 

Cette proposition trouvera son application dans la Géométrie 
descriptive. 

Corollaire, Si on mène autant de plans qu'on voudra pa- 
rallèles à une droite , et non parallèles entre eux , ces plaol 
se couperont suivant des parallèles à cette droite. 

Théorème XXXX. Si par la diagonale dunparallélogrcmimei 
on mène un plan dans une position quelconque , et que par les • 
sommets des angles du parallélogramme, opposés à cette dicr 
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gonale , on mène deux perpendiculaires au plan , ces perpen-* 
diculaires seront égales. 

£n effet , soit mené un plan par Tune de ces perpendicu- 
laires ; on pourra le faire tourner autour de cette perpen- 
diculaire jusqu'à ce qu'il aille passer par le pié de Tautre , il 
contiendra donc alors les deux perpendiculaires ; dans cette po- 
sition, il coupera le plan du parallélogramme suivant l'autre 
diagonale divisée par la première en deux parties égales , et 
le plan de l'espace suivant une droite menée par les pieds 
des deux perpendiculaires et Tintersection des deux diagonales : 
il se formera donc deux triangles rectangles , ayant un côté 
égal qui sera l'hypoténuse , adjacens à deux angles égaux ; 
donc les perpendiculaires qui sont deux côtés opposés à des 
angles égaux dans ces deux triangles , seront égales J Donc, etc. 

Théorème XXXXI. Soit GN l'intersection des deux plans pig.135 
NM, Nia ; soit A un point situé hors de ces plans , soient AP , 
Aç les deux perpendiculaires abaissées de ce point sur les mêmes 
plans ; je dis que l* angle ^AP formé par ces deux perpen-^ 
diculaires i est égal à celui que font entre eux les deux 
plans NMy Ntn , et qu ainsi il'est la mesure de l'angle dièdre 
ou de l'angle des deux plans. 

En effet , suivant les deux perpendiculaires Ap , AP , 
conduisons un plan qui rencontre Nm et NM suivant les 
droites Dp et DP : on formera deux triangles Api , IPD rec- 
tangles l'un •en p , l'autre en P , qui donnent l'angle pAP = 
PDp. Il reste donc à démontrer que l'angle PDp mesure l'in- 
clinaison des'plans NM, N/n. Par le point D élevons les per- 
pendijculaires DR , DS , la première au plan NM , la seconde 
au plan Nm : ces deux perpendiculaires seront dans le plan 
pAIPD : donc la droite GN sera perpendiculaire à ce plan, 
et par conséquent aux droites Dp , DP menées par son pied 
dans ce^ plan. Donc l'angle pDP mesurera TincUnaison des 
plans NM , JSm. 

Corollaire /. Il résulte de cette démonstration, que. si l'on 
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mène un plan perpendiculaire à-la-fois à deux plans qui se 
coupent y les traces de ce plan sont perpendiculaires à Tinter- 
•ectionde ces deux derniers plans. 

Corollaire II, Si par un point de Tintersection commune 
de deux plans ^ on élève dans chacun de ces plans une per- 
. pendiculaire à cette intersection , le plan de ces deux per*- 
pendiculaires sera perpendiculaire aux deux plans. 

Corollaire III . L'angle RDS est égal à Tangle PDp : Tangle 
RDS est donc une autre mesure de Tangle dièdre ou de l'angle 
de deux plans , dont nous ferons usage par la suite. 

Problème LXX. Trouver la plus courte distance entre deux 
droites qui ne sont pas dans un même plan. 

Cette plus courte distance est une perpendiculaire aux deux 
droites. 
figriSC. Soient AB, A'B' ces droites Qon parallèles^ et situées dani 
des plans différens : on mènera par A^B' un plan VA!C pa-*- 
rallèle à AB, et par AB un plan BAC parallèle à A'B' (Réc. 
de Théor. etProbl. , Probl. LXIX). La plus courte distance 
cherchée sera visiblement celle deg plans h'A!C\ BAC. Pai 
A'B', on fera passer un plan perpendiculaire au plan BAC , ce 
plan coupera BAC suivant AC , et cette intersection AC 
coupera la droite AB en A; la droite A'A perpendiculaîrfl 
5ur le plan BAC , sera la plus courte distance cherchée , 
puisqu'elle sera perpendiculaire en même temps aux plani 
BAC , "Bl A!C\ et qu'elle aura ses deux extrémités sur les droites 
données AB et A'B'. 

* Introduction à la Géométrie descriptwe. 

Les notions suivantes font naturellement suite à la Géométrie 
des plans ^ en même tems qu'elles forment Tintroduction à la 
Géométrie dite descriptive ^ parce qu'elle sert, 

1® A représenter sur une feuille de dessin qui n'a que deux 
dimensions , tous les corps de la nature qui en ont trois. 
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s*. A donner la manière de reconnaître , d'après une des- 
cription exacte^ la forme des corps, et de déduire et de ces 
formes et de la position respective de ces mêmes corps ^ toutei 
les Térités qui en résultent. 

L'espace est cette étendue indéfinie dans laquelle tous les 
corps sont placés : puisque cet espace n'a pas de limites , on 
ne peut déterminer le lieu absolu des corps , mais seulement 
leurs situations relatives, ou la position de chacun d'eux par 
rapport à des objets fixes qui seront des points , des lignes 
ou des plans ; et c'est en effet la seule connaissance qui nous 
importe. Ces objets fixes seront pris arbitrairement; mais une 
fois choisis , ils ne devront plus varier ; autrement on n'aurait 
pas la situation relative des points en question. 

Pour prendre le cas le plus simple , supposons que les points 
en question soient dans un plan : dans ce plan , concevons 
deux droites AX , AY faisant entre elles un angle quelconque 
donné : tout point tel que M situé dans ce plan , est déter- 
miné ou défini de position^ lorsqu'on connaît les longueurs 
des droites MQ ,. MP menées de ce point parallèlement aux 
axes AX, AY et terminées à ces axes. Un autre point M^ sera 
pareillement caractérisé de position par les données analogues 
M'Q', M'P' ; et la situation du point M' par rapport au point M 
sera connue. Si l'angle YAX est droit , supposition qu'on fait 
ordinairement , APMQ est un rectangle , MQ , MP deviennent 
des distances aux lignes fixes AY , AX , et on peut remplacer 
MQ par AP , ensorte que les élémens de position des points 
M et M' sont AP , PM pour M , AP', FM' pour M', etc. Par 
ces données, les points M et MT ne peuvent être confondus 
avec d'autres points du plan. 

Pour définir la position d'un point dans l'espace , il faut 
rapporter cette position à quelques autres objets distincts des 
parties de l'espace qui les reoiferment, et qui seront eux^ 
xuêmes connus de position. 
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Supposons que ce point soit rapporté à un Certain nonibre 
de points A, B, C'etc. dont la position soit connue. 

- Soit ce poin^~ à un mètre de distance du point A ^ il sera sur 
la surface d'une sphère décrite du point A comme centre et 
avec un mètre de rayon. 

Supposons ensuite que y d*après les définitions de la position 
du point 9 il doive être à deux mètres de distance du deuxième 
point connu B : il sera sur la surface d'une autre sphère dé^ 
crite du point B et avec deux mètres de rayon. 

Donc le point donné sera sur la commune intersection de 
deux sphères , c'est-à-dire sur la circonférence d'un cercle 
dont le centre est sur la droite qui joint ceux des deux sphères « 
et dont le plan est perpeadicutaiiTe à cette droite. 

Supposons enfin que le point doive se trouver à trois mètres 
de distance d'un troisième point C connu : il sera donc sur 
l'intersection de la circonférence dont nous venons de parler 
avec la surface d*une sphère décrite du centre C et avec un 
rayon de trois mètres. 

Or une sphère coupe une circonférence en deux points seu- 
lement; donc si par la ligne qui joint. les centres A et B et le 
troisième centre C , on mène un plan , et qu'on dise de quel 
côté se trouve le point de l'espace par rapport à ce plan , ce 
point sera absolument déterminé , et ne pourra rester confondu 
avec aucun autre point de l'espace. 

On voit qu'en employant ainsi , pour dçterminer-la position 
d'un point dans l'espace , ses distances à d'autres points connus 
et dont le nombre est nécessairement trois , Ton est amené à 
des constructions qui ne sont pas assez simples pour servir de 
base à des procédés habituels. 

Au lieu de rapporter la position d'un point à d'autres points, 
essayons de la rapporter à des droites données. 

Supposons que le point doive se trouver à un mètre d'une 
droite connue A. 



^ 
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II se trouvera sur la surface d*un cylindre d*un mètre da 

rayoQ ^ et dont Taxe Bera la droite A : mais par cette seule 

Sonnée, il reste confondu avec tous les points de cette surface 

cylindrique. 

Su|^osou9 donc qu'il soit à deux mètres de distance d'uno 
autre droite B. 

Il sera sur U surface d*un second cylindre de deux mètres de 
rayon ^ et dont Taxe sera la droite B. 

Il sera donc sur Tintersection de deux surfaces cylindriques ; 
lâCquelleest une courbe à double courbure (*), puisqu'elle parti- 
cipe de la courbure du premier cylindre et de celle du second* 

Supposons enfin que le point demandé doive être à trois 
mètres de distance d*une troisième droite C. 

U se trouvera sur les intersections d'une troisième surface 
cylindrique avec la courbe à double courbure , intersections 
qui^ont au nombre de huit. 

On voit donc que les considérations auxquelles on est con- 
duit pour déterminer la position d*un- point dans Tespace , par 
la connaissance de ses distances à trois droites connues^ sont 
encore bien moins simples que celles auxquelle;s donnent lieu 
«es distances à trois points. 

Cherchons s*il ne serait pas plus simple de déterminer la 
position d'un point par la* connaissance de ses' distances àdes- 
plans connus. 

Supposons qu'il soit à un mètre de distance du premier 
plan Â 9 sans qu'il soit exprimé de quel côté il est placé par. 
rapport à ce plan* 

Il sera sur deux plans parallèles au plan A que noua sup« 
poserons, horizontal ^ et menés à un mètre de distance de ce 
dernier ^ l'un au-dessus , l'autre au-dessous. 



(*) ^nft courbe à double courbure est une courbe dont deux éUmcoi^ 
mwconqon cwoméQuûU ne sont pa* Akqm upi jaAm» plan. 
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Supposons, en second lieu, que le point cherclié 8oit à 
deux mètres de distance d*un second plan B perpendiculaire 
à A. 

II sera donc sur deux plans parallèles au plan B , tous deux 
À deux mètres de distance de ce plan , l'un à droite , Tautre 
à gauche. 

Donc enfin ce point ne peut plus se trouyei; que sur les 
intersections de Tun des deux plans parallèles à B avec les deux 
plans parallèles à A ^ intersections qui sont au nombre de deux 
droites, et sur celles de l'autre plan parallèle à B avec les 
deux plans parallèles à A, c'est-à-dire sur deux autres droites. 

Supposons enfin que le point soit à trois mètres de distance 
d'un troisième plan C perpendiculaire à A et à B. 

Il sera sur les intersections des quatre lignes droites dont 
nous venons de parler , avec les deux plans parallèles à G et 
placés a trois mètres de distance de ce dernier de part et 
d*autre , l'un en-deçà , l'autre au-delà. 

Or l'intersection de chacun de ces plans avec les quatre 
droites, donne quatre points; donc l'intersection des deux 
plans en donne huitl 

Il faut donc quelques conditions particulières de plus pour 
isoler ce point des autres points de l'espace. 

Mais si on indique de plus de quel côté par rapport aa 
premier plan ^, puis de quel côté par rapport au second 
plan B , les distances doivent être prises ; au lieu de quatre 
plans, on n'en aura plus que deux^ et le point cherché sera 
sur l'intersection de ces deux plans , c'est-à-dire sur une 
seule droite-, si de plus on ajoute de quel côté le plan doit 
être pris par rapport au troisième plan C , le point cherché 
sera l'intersection d'une droite unique et d'un plan unique; 
il sera donc parfaitement distinct de tous les autres points 4ft 
Vespace* 
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1 voit donc que , quoique par rapport an nombre de ses 
nsioos 9 le plan soit moins simple que la ligne droite qui 
a qu'une et que le point qui n*en a pas^ il présente 
ndant plus de facilité que le point e^t la ligne droite pour 
îtermination d*ua point dans l'espace. C'est ce procédé 
1 emploie ordinairement dans l'application de l'Algèbre 
Géométrie , ou on est convenu de déterminer la position 
point y par ses distances à trois plans connus de position 
ctangulaire entre eux. 

ais dans la Géométrie descriptive qui a été pratiquée de- . 
beaucoup plus long-temps par un grand nombre d'hpmmea» 
sir dea hommes dont le temps était précieux ^ les procédés 
tnt encore simpliGés ; et au lieu de la considération de trois 
9 y on est parvenu , au moyen des projections , à n'avoir 
besoin , explicitement , que de -celle de deva^. 

Architecte rapporte toutes lès parties d'un édifice par des 
endiculaifes abaissées sur un plan horizontal , et ce dessin 
»e11e le plan géomiétral de Tédifice ; il fait connaître la 
tien respective des points remarquables de l'édifice sur 
an horizontal ^ par des fils à plomb. 

mr compléter la description , l'architecte conçoit un plan 
cal par une ligne donnée dans le plan géométral , sur lequel 
[)porte les objets à leur hauteur au-dessus du plan horizon— 
.cette figure' s'appelle coupe ou profil , si le plan passe 
; l'intérieur de l'édifice , et élévation , si elle n*en fsàt voir 
les parties extérieures. 

uant aux dimensions inclinées sur le profil et sur le plai^ 
nétral ^ elles ne. sauraient y être représentées dans leur 
;ueur naturelle » et c'est à le^t déterminer que s'applique la 
cnétricf dont nous aJlc^ns présenter lés élémens. 

oient trois droites fixés AX , AY , AZ réciproquement per- Fig.tSi* 
iiculaires l'une à l'autre au point A ) chacune d'elles sera 
pendiculaîrer au pUn dés deux autres^ puisqu'elle l'est à 
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i8a ^ THÉORÈMES 

pace. Les donnéea de deux projectic ns d'vne drcnte sur dnx 
plaos , sont donc des définitions snfiisantes de cette droite. 

Dans la pratique , la projection M'PT ne se trace pas sur un 
plan qui soit réellement vertical ; on conçoit que ce plan ait 
tourné autour de PP' pour s'appliquer sur LK : alors le» points 
N' et M' se rabattent , avec le plan PQ , sur le plan LK, 
en décrivant des aros des points n et m comme centres , 
•t dont les rayons sont les perpendiculaires N'k et M'n 
abaissées des points N' et M' sur la charnière : ces p carti 
viennent se placer en ^ et- M* sur les prolongemens des Kpei 
îi^n , M m ^ qui sont aussi perpendiculaires à PP^, puisque ^dim 
la rotation de PQ autour de sa charnière ^ les lignes N'n et M'm 
n*ont pas cessé d'être perpendiculaires à PK en n et m. 

On peut supposer un troisième plan passant for P'K.' et 
P^Q y et qui sera conséqnenmient perpendicnlaîre â chaçm 
des deux premiers, et sur lequel on ait ansd loofeté la 
ligne MN par deux perpendiculaires menées des points U 
et N à ce plan. 

Ainsi ^ pour tout présenter dans nne Egare , oo sopposcHi 
ain^ que nous laroos ùât pour on point , trois axes AX , 
Itf.toi. AY, AZ récipioqaement perpendioulaites Inn à Tantre ; ks 
deux premiers étant supposés dans le plan même de la planche 
qui sera le plan horizc::!tal , le troisième AZ étant vertical : ces 
trois plans seront ai:<f i rSciprvx^ement perpecdiculaircs l'un 
à lautre. TAX remplacera le j^n RL . et ZAX le plan PQ. 
Le trv^sième plan sera conduit par AT et Taxe vertical a2. 
Le$trc»is prvMecticns de la droite de Te^-pace . seront M'3i' dans 
le plai vertical XAZ , M'N' ca:is le p'xi horizontal XAT , 
•t eafia N*M* dar» le second pîaa vertical Z AT. 

Lorsque , pour le tracé , U pLis verlitAl XAZ est ladiatta 
dacs l^ pr.-îoafemert da i^ar horlîo::tal XAY , qui est figure 
par le pîact de U plaache . le:^ prv^=<c^:.;ls hcr.zocta!e et fer- 
tica!e >\ V, cornf*pK>^dar.t<:< «u n:œ* pcirc de Fespace, 
|o::t da&$ une per^àdiculair^ VX* à lave .VX , aî=d que 
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manière quelconque djans l'espace ; et un plan KL qui soit le. 
plan même de la planclie : si de tous les points de cette droite 
on conçoit des perpendiculaires abaissées sur le plan LK , 
tous les pies de ces perpendiculaires seront dans une ligne 
droite indéfinie oA qu'on nomme projection de la droite sur 
le plan, 

MN étant une portion de AB , M N' en sera la projection : 
lorsque le plan KL est horizontal , M^N^ est dite projection 
horizontale. 

Maïs on observera qu'il suffit des projections M' et N' de» 
extréihités M et N de la droite, puisquen le» joignant, on a 
celle de la totalité de cette droite. 

Le plan MM'N'M s'appelle plan projetant ; et KL se 
nomme plan de projection. On nonmie donc plan projetant 
d'une droite celui qui passant par cette droite , est perpen- 
diculaire au plan de projection : l'intersection de ces deux plans 
est la projection ihême de la droite* 

M'N' est la projection horizontale commune sur le plan KL 
de toute droite située d*une manière quelconque dans le plan 
projetant, entre les perpendiculaires extrêmes MM.' et NN'; 
ensorte qu*on ne peut conclure ni la longueur ni là position 
d*une droite de 1- espace de la seule donnée de sa projection. 

Supposons toujours le plan horizontal KL et un plan PQ qui Fig.igo» 
lui soit perpendiculaire , de telle sorte que leur intersection PP' 
•oit perpendiculaire aux parallèles LL', KK' : soit la droite MN 
dans Tespace , au-dessus du plan KL et à droite du plan PQ ; 
MM'' et NN*' étant des perpendiculaires au plan KL, M"N" sera 
la projection horizontale de MN -, de même les lignes MM' 
et NN' étant perpendiculaires au plan PQ , M'N' sera la pro- 
jection de MN sur PQ , ou la projection verticale de MN. 

Maintenant si par M'^N^ on élève un plan perpendiculaire 
à KL , et , par M'N' un plan perpendiculaire à PQ , Tinter- 
.4 aectioade ces deux plans projetans^ sera la droite MN de Tes^ 
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gucur vraie , la droite de l'espace sur l'un des plans de pitljee*' 

tion , et nous choisirons à cet effet le plan horizontal. 

On observera que les points de la droite , projetés horizon- 
talement en M', N*, et verticalement en M', N', sont à detf 
hauteurs M'm*, N'a* au-dessus de M' et N*; ensorte que la 
droite de l'espace , les hauteurs verticales de sespoints extrêmes 
et sa projection horizontale M'N', forment un trapèze dont U 
plan passant par M'N' est vertical ; si on imagine ce trapèze 
tournant autour de sa base M'N', comme charnière , les per- 
pendiculaires extrêmes qui en sont les côtés parallèles , le seront 
constamment i la projection M'N' en N' et M', et elles h*aii- 
ront pas varié de longueur; ainsi le trapèze rabattu dans le 
plan YAX , sera NIOIN', dans lequel les perpendicnlairei 
WM , N'N sont égales â M'm', NV. Ce trapèze supposé 
relevé verticalement sur XAT , après avoir tourné autour de 
N'N'y donnera la longueur et montrera la postion vraie de 
la droite de Tespaoe. 

Mais si par le pomt M on mène une parallèle Mn à MIT» 
M triangle MNn , rectangle en n, donnoa 

» 

ou 

i5N*= ( N'a» — M'm'y + M^* 
•t cons^nemmeitt 



& Von mèoe pw M' U panllèle M> i AX , Ib tnaa^ 
]f*?i*p nctai^tt cap doaneia 



SubstitMmt d»i» MX c*îte West d« >l>'. oa ann 
JIX=V {(^*»'— ^ »0*+C^*»'-M*»')H-C>"V— M'ai*)*}. 
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expresâon toute en quantités dozmées par les .projections. On en 
déduit encore 

MN=v/{(A»'— AmO'+CAn*^— Am'')»+(A/i'— Am*)*}...(0, 

autre expression de la longueur MN d'une droite de l'espace, 
au moyen des distances de chacune de ses extrémités aux trois 
plans rectangulaires de projection. 

Si lune des extrémités de la droite de l'espace , celle qui est 
projette en M^ etM' tombe en A, alors 

Am' . = o , A/n" = o , Am" ;;:= o , 

et on trouye . 

MN ou AN =r^ j/( A^ + ÂZ + Â^* }.-..(«). 

Problème XXXXII. Le quatre de l'aire Sun triangle est 
égal à la somme des quarrés des aires des trois projectiom ' 
de sa surface sur tes trois plans coordonnés. 

Soit YAX un triangle rectangle en A , et dont le plan est Fig-igS. 
horizontal ; YAZ , XAZ les plans verticaux qu*il faudra voir ^ 
relevés perpendiculairement sur YAX, suivant AY et AX , 
de sorte que les déu^ lignes AZ , AZ se réunissent en une 
seule arête perpendiculaire au plan YAX en A; enfin , soit 
le plan YZ^X qui fermé la pyramide triangulaire ZAYX ^ 
ensorte que , dans la position vraie du plan YZ'X , le point 
Z' coïncide avec Z , XZ' avec XZ , et YZ' avec YZ. Dési-'- 
gnons les aires YAX par P , YAZ par R , XAZ par Q , YZ'X 
par S, et faisons AX = a , AZ = b , AY = c. Cela posé , le . 
triangle XAY rectangle en A , donne 



YX = AX + AY i d'où YX = \/a^ + c^ 

Si du point A oir abaisse une perpendiculaire AB sur YX , 
on aura 

i YX : AY :: AX : AB ; d'où ab = '''' 



l/a^-j- c*, 
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le triangle rectangle AZB , dont le plan est vertical et a foVt 

trace faorizontala AB , donne 



+ «" 



BZ = AZ + AB = i- + - 
et coQiéqaemœent 

BZ = l/^!+£S±^. 

on prend ici la valeur de la ligne ZB dans le triangle ZAB , 
parce qu'elle cet la mËme que celle du côté Z'B considéré dan* 
la face YZ'X en position. Or . 

. YXxBZ" TXXBZ I /«•*■+- 4'c- + <?c' 
S= = j — = 1/ ^ ; 

d'M 

= \, ■ ; 

nais d'aîlleur* on a 



^nc 

S» = Q- + R' + P*, 

S , Q, R et P étant lea nombres d'unités qui représentent Ui 
aires de chacun des triangles. 

Nous- retrouverons dans la Polyêdmmèûie ceïte propriété 
qui n'est qu'une généralisation de celle du quarré de l'byp»- 
tébuse. 

Théorème XXXXIII. L'aire de la projection d'un trio-ngle, 
tst égale à celle du triangle', multipliée par le cotinus dg l (mgle 
/ait par le triangle et sa projection. 
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Soit ABC le triangle dans l'etpace ; ayant abaissé la per-* Fig.i94* 
pendiculaire AP sur le plan NN , P sera la projection da 
sommet A, et BPC sera celle du triangle BAC; mais AM 
étant perpendiculaire sur BC, PM Test en M sur BC, et les 
deux triangles ABC , PBC gui ont même base BC y ont leurs 
surfaces comme les hauteurs AM , PM : donc 

surf ABC AM r , r 



surf PBC ""PM ~ siâ PAM "" cos AMP" 

a * 

Faisant r p= 1 , on a ^ « 

surf PBC = surf ABC X cos AMP. 
Nous allons généraliser ce théorème. 

Théorème XXXXIV. Si ^a projette ume aarfitce plànê 
quelcontjue sx£r un autre plan par des perpendiculaires 'abaissées 
des sommets sur le plan de p^ofection y la prfj^dion ée <xtîe 
surface sera égale à son aire mukiptiite par le -connus de tan^ 
entre les deux plans. 

Le polygone ABCDE .est dans T^ipàce , €t le côté AB est dans ^'S-'Sî* 
le plan horizontal ; des sommets C>D^ E, on abaisse des perpen- 
diculaires sur le plan horizontal mené par AB^ cas pçrpendiea- 
laires percent ce plan en des points C, D', E' qui détevâaîaent 
le polygone ABC'D'E', projection bprizoptale du premier. 

Le triangle ABC = ft est la projection horizontale du 
triangle de l'espace ABC =: a ; on a donc , d'après le théo- 
rème précédent 

• b=z:a cos Xa yb")^ (O»-^ - 

a & désignant l'angle entre les surffiQesii et b, angle qui est celu^ 
de deux .perpendiculaires en pn mêu^e point de la copamajoe inr 
tersectioii AB , situées dans les*d«ax plans. 

Les «dlés DC et AB pfoh)i)gés y se rencontrent en F , et 
k «Mi. {^'prolongé ira au^i passer par té pomt : donc 
A^I^Wa' k projection horizo&tiile du triangle ADF , et AC'F 

■-*'■-».■'/ ■. . 
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sera celle de .ACF ; on aura donc 

AD'F = ADFcos (a, i), AC'F = ACF cos (a,i); 

donc 

AD'F — AC'F = (ADF— ACF) cos (a, i), 

c'est-à-dire 

AD'C = ADCcos(a, b)y 

€t en désignaat AD'C par b^ , et ADC par a\ on a enSn 

V :=za' CO8 {a , b) (a). 

•' . . . 

Il peut arriver que les points D , C soient à même hauteur 
AU-dessiis du plan horizontal , auquel cas le côté DC prolongé 
ne pourrit rencontrer le plan horizontal ; alors si du sommet 
commun A on mène des perpendiculaires AHf-=zh'^ARi=zh 
sur les côtés parallèles C^D^- et CD , les surfaces des triangles 
.4' et a' seront 



,, CD'.A' .. CD .h 
b == , a = 



d'où , à cause de CD' = CD , et en observant que Tang^li 
AH'H est droit , 

- = ^ = cos(y,A), 

(h'y h) étant toujours l'angle entre les perpendiculaires k^ et h. 
Or la ligne CD étant horizontale., est parallèle à AB; il en est 
de même de CD' : donc les perpendiculaires hf et h abaissées 
de A sur C'D' et CD sont aussi perpendiculaires à AB , Tune 
dans le plan horizontal , et Tautre dans celui de l'espace :ces 
perpendiculaires mesurent donc encore l'angle entre les plans 
du polygone de l'espace et du polygone de projection ,.et çon- 
séquemment le cas où un côté du polygone de l'-espaçû 'est 
korizontal, no. fait pas exception*. . ' iiui^vi' '* 

I. ■' 
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. Si. on dédgne par b" et d! les surfaces AD^Ef, ^ Al}E ^ on 
aura pareillement 

V z=z a' cos (a, ô).. . . ...(3). 

I 

L'addition des égalités (1) , (a) et (3) donne cette consé-* 
quence 

b + V + b' =2\a + €/ + a" ) cos ( a , b). 

Remarque, 

1^. La proposition serait encore vraie , comme il est £acile 
de le déduire de la démonstration précédente^ dans le cais 
même où aucun des côtés du polygone donné , ne se trou- 
verait dans le plan horizontal ou dans le plan de projection. 

2?. De ce théorème combiné ayec le théorème XXXXII» 
on déduit cette propriété générale : Le quarré de Caire tTune 
surface polygonale quelconque , est égal à la somme de^ 
quarrés des aires de ses projections sur trois plans rectangu^ 
laires. Cette propriété est le sujet du théorème suivant. 

Théorème XXXXV. Si ton projette une' figure plane quel" 
conque sur trois plans rectangulaires , la somme des quàrrés 
des aires de ces projections, est égale au quarré de l'aire de la 
figure proposée. 

. ' Lemm. La somme des quarrés des cosinus des angles que 
fait un plan quelconque dans l'espace , avec les trois plans 
coordonnés, est égale au quarré du rayon. 

Soient AX 9 AY, AZ trois axes rectangulaires qui déter- pig ,g5^ 
minent les trois plans coordonnés ; âoit À M une droite dans 
l'espace passant par l'origine A. Si par le point M on conçoit 
un plan perpendiculaire à la droite AM , ce plan# coupera les 
trois plaâs coordonnés suivant les lignes YX, X.Z , YZ : les 
directions AN', AN', AN* des projections de la droite AM 
^ cet |AVM coordonnés , seront perpendiculaires aux traces 
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YX , XZ , HZ , parce que les trois plans projefans de la 
droite AM sur les plans coordonnés , sont en même teapt- 
perpendiculaires à ces plans et au plan XYZ : de plus , ces 
plans projetans couperont celui de l'espace ^ suivant des droites 
MN', MJN^ MN^ faisant avec AN', AN^ AN" des angles çat 
mesurent Finclinaison du premier plan sur chacun des trois 
autres. Si du point M on abaisse des perpendiculaires MM', 
'i/iM!', MM* sur les plans coordonnés , ces perpendiculaires 
représenteront les sinus des angles MAM', MAM', MAM*, 
la droite AM étant prise pour le rayon : elles seront donc les 
cosinus des angles AN'M , AN^M , AWM , ou des inclinai- 
aons du plan de Tespace sur les plans coordonnés. Or , d'après 

la formulé (â) , pag. i85, on a cette valeur de AM , 

AM = M5r*+ lÔrV MM** 
Donc, etc. 

Maintenant si l'on désigne par S l'aire de la. figure plane 
dans res]jace , par S', S", S* les aires de ses trois projections , 
et par A', A^, A* les angles qu'elle fait avec les trois plans 
coordonnés ; on a (Théor.XXXXIII et XXXXIV) 

S : S' : S" : s" :: ray : cos A' : cos A'' : cos a*, 

et en élevant au quarré , 

S* : S'* : S''* : s** :: R* : cos*a' : cos*a' : cos^a*, 

d*où - 

. s^ : S'* 4- S"* + S"* :: r^ : cos*a' + cos*a' + cos*A* , 

et parce que , d'après le lemme , 

R» = cos*A' + cos^A" + cos* A*, 
on a enfin 

s^ = 3'* + S'» + sr\ 

Donc, etc. 



A. ' 



s. 
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Problème LXXI. Déterminer les points dans lesquels un« 
îroite de l'espace , prolongée indefinimfint , perce les plans ha^ 
'izontal et vertical de projection. 

Soient toujours M'N', M^N" les projections verticale et ho- 
'izontale d'une portion définie d*une droite de l'espace : cette 
Iroite , prolongée suffisamment , ira percer le plan horizontal , 
;e qui résulte yisiblement du cours de sa projection verticale 
^^M' qui , dans le plan vertical mis en position , est toujours 
>erpendiculairemènt vis-à-vis de la droite. Mais, le plan Fig.iyS. 
uivant lequel cette droite se projette sur XAZ , c'est-à-dire le 
>lan projetant , ayant pour interseciflK avec XAZ ^ la pro^ 
ection verticale N'M' ou N'R , rencontre le plan horizontal 
uivant la perpendiculaire RR' à l'axe AX : donc la droite de 
'espace étant toute entière dans ce plan , ne peut percer le 
ilan horizontal que dans lun des points de RK' ; d'ailleurs^ la 
aénie droite , en tant qu'elle est aussi contenue dans le plan 
vertical mené par N"M", ne peut rencontrer le plan horizontal 
jue dans l'un des points de sa projection N"M" prolongée ; 
lonc nécessairement cette rencontre çst en R^ sur la projec- 
rion horizontale , et perpendiculairement vis - à - vis de l'in- 
zersection R de sa projection verticale suffisamment^prolongée , 
vrec l'axe AX. 

Reste à trouver le point où elle va rencontrer la portion 
.nférieure du plan vertical XAZ mis en position. Suppo- 
lons la projection horizontale WM" continuée, jusqu'à l'^xe 
4LX en R'5 R^R' sera la projection horizontale de ta portion 
3« la droite de l'espace comprise entre les points dans lesquels 
Bile perce le plan horizontal et le plan vertical dans sa partie 
inférieure au plan horizontal. D'ailleurs comme le plan ver- 
tical dont la trace horizontale est M'^R"^ a pour trace dans le 
prolongement du plan vçrtical de projection, la perpendiculaire 
R'R'* à AX , Je point de rencontre cherché ne peut être que 
•iir R^R*; mais aussi ce même point ne peut se trouver que 
^r N'R'' ; donc il sera à l'intersection R^ des deux droitei 
\mL .d^yent U contenir. 
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rinclinaison donnée du plan NMX^ sar le plan horizontal ; 
le pié de la perpendiculaire projetée sur le plan Y^AH^', ae 
rabattra donc sur A'V ^ et si Ton prend NK = mM", le point 
K sera aussi le rabattement de la projection sur YA!V du 
point donné ; donc KR perpendiculaire sur A^', seracelni 
de la projection sur Y' AIT/ de la plus courte distance enj^net- 
tion ; et de plus ^ KR sera cette perpendiculaire en longaeat 
vraie. La droite A^R est donc la distance à la trace MX' dt 
la projection du point de l'espace sur le plan NMX'. 

Si maintenant on conçoit que le plan NMX' tourne anfonr 
de la trace MX pour se rabattre sur le plan horizontal , la 
ligne A^R qui , dans sa position vraie ^ est située sur A'Y' per- 
pendiculaire à MX' en A\ viendra se coucher sur A^T, et 
la projection du point donné sur le plan Y'A'X'j se trouvera 
à une distance A^R' de MX', égale à A'R; mais commt 
cette projection ^t dans le plan vertical élevé sur pP^ puis- 
que la perpendiculaire est dans ce plan , elle tombera sur cetts , 
droite dans le mouvement supposé , à une distance de p ég^lft f 
à A'R'/ ou à A'R , et conséquemment elle sera en P. Ainfi 
les coordonnées de la projection du point sur le plan NMX'i 
rapporté à Torigine A', seront A'p et pP = A'R'= A'R , qu'il f 
faut compter ^ur une parallèle à l'axe A'Y', menée par p dam 
le plan NMX. 

Les coordonnées de la projection du point, sur le plan ver* 
tical Y'A'Z' sont A'R' qu'il faut compter sur A'Y', et une 
perpendiculaire R'R" au plan NMX' en R'; ou une parallàls ^ 
à à!Z', laquelle est égale à RK. P 

On remarquera que les coordonnées des deux projectiosi 
du point sur les deux nouveaux plans , sont af et y' sur le phi w. 
Y'A'X', ety\ sf sur le plan Y'A'Z', ensorte que la position 
du point qui résulte de ces deux projections, dépend en effet 
des trois nouvelles coordonnées a/^y^z^ rapportées à la non* 
velle origine A^, prise dans le plan horizontal primitif. MaijiH 
tenaat il est facile dç passer des deux projectioAii-d*ue dttftl 
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âe l'espace sur deux plans rectangulaires , aux projections de 
la même droite snr deux autres plaas analogues aux plans 
Y'A'X' et Y'A'Z'. 

Problème. LXXIII. Troui/er la position et la grandeur du 
cercle intersection d'une sphère donnée par un plan donné de 
position. 

Jjêmme. Pour projeter une sphère sur un plan , il faut ^ 
conformément à la définition , concevoir de tous les points de 
la sphère , des perpendiculaires sur le plan ^ et leurs piedà 
détermineront la projection cherchée. Mais si par le centre 
de la sphère ^ on suppose un plan parallèle au plan de pro- 
jection, il coupera la sphère suivant un grand cercle qui 
sera visiblement la projection de la sphère dans ce plan : or 
comme les projections sur deux plans parallèles ne peuvent 
fttre différentes , il 8*ensuit que toute projection d*une sphère 
sur un plan , ne peut être qu'un grand cercle de cette s^ère , 
dont le centre est j en même temps, la projection du centre de 
la sphère. 

Supposons que le plan coupant soit perpendiculaire au plan Fîg.isHti 
vertical de projection ZAX , et qu'il le rencontre suivant BD ; 
ea trace horizontale sera une perpendiculaire BC à AX; BD 
aéra donc la trace du plan projetant du cercle d'intersection , 
et la partie M^^ en sera la projection verticale. 

Si (y et O'' sont les projections verticale et horizontale 
du centre O de la sphère , une perpendiculaire baissée de 
O sur le plan coupant , le rencon^trera en un point qui 
aéra le centre du cercle cherché ; il reste à trouver les pro- 
jections de ce centre , et de puis le rayon du ceiicle d'in- 
tersection. 

Si par O* on mène un plan vertical et parallèle à ZAX , 
ce plan dont la trace horizontale est HO^, contiendra le centre 
de la sphère et la perpendiculaire parallèle an plan vertical 
j^AXf^et conséqnemment il contiendra le centre cherché. 
JDoac: GTO^ iOiA en même temps, ia projection verticale et la 
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longueur vraie de la perpendiculaire ^ G' sera donc la 'ptojee^ 
jection verticale, et G" la projection horizontale du centre dâ 
cercle demandé dont il reste à trouver le rayon. Le plan verti- 
cal projetant dont la trace est 0*H , coupe la sphère suivant on 
grand cercle , et le cercle d'intersection suivant un diamètre , 
et comme ce cercle et ce diamètre se projettent verticale- 
ment , tels qu'ils sont dans l'espace ^ G'M' sera* le xayon 
cherché. 

Si Ton imagine que le plan coupant tourne autour de sa 
charnière BC , jusqu'à venir s'appliquer sur le plan horizontali 
le centre projeté en G^ et G" décrira un arc de H oommt 
centre , avec le rayon BG' , hypoténuse d'un triang^le rectangle 
dont HG'', KG' seront les deux côtés de l'angle droit ; et il si 
rabattra en G -, ensorte que le cercle MN décrit de G avee 
le rayon G'M', sera celui qu'on cherche. 

Problème LXXIY. Trouver le centre et le rayon d^wiûsphin 
assujétiiB à passer par quatre points donnés* 

Comme on peut toujours faire passer un plan par troii 
points , nous prendrons , à l'effet de limplifier la constmctkm 
et les considérations , pour plan horizontal celui de trois di 
^'igiOQ- ces quatre points , P , Q^ R, par exemple; et pour plan ver- 
tical celui qui passe par R et le quatrième point projeté hori- 
zontalement en S'' et verticalement en S ^ lequel est le pointS 
lui-même. 

Ayant déterminé le centre O^ du cercle qui passe par P, Qi 
K, il est clair que la verticale •nœ point > ira passer parle 
centre O de la sphère ; O" sera donc déjà la projection hprizos- 
taie de ce centre : conséquemment sa projection verticale s^ 
eur la perpendiculaire O'^H à AX; mais on sait que le centre 
d'une sphère se trouve sur un plan perpendiculaire sur le 
xniHen de la ligne qui joint deux de ses points ; ai donc o& 
conçoit par le milieu M' de RS un plan perpendiculaire i 
cette corde , sa trace verticale M'O' ira passer par la projectioa 
verticale du centre^ laquelle , ainsi que nous l'avom jobserr^i 
doit se trouver sur RH , et conséqùciumeAt «i rj^çmiQtkb (X* 
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Les projections horizontale «t verticale O', 0^ S'^ S des 
0eiix extrémités du rayon /donnent celles de cette ligne ; il 
iera donc facile de l'avoir en longueur (pag. i83 et i84)- 

Problème LXXY. Trouver ïintemcùon de deux sphères 
données de grandeur ei de position. 

Cette intersection sera un cercle : en eiFet^ qu'on conçoive Fig.ioo. 
un plan vertical passant par les centres 0^0' de ces deux 
sphères , ou par les verticales de ces deux centres , ce plan 
coupera ces sphères suivant les deux grands cercles IGE , IGF. 
Imaginons maintenant que ces cercles tournent autour de la 
ligne des centres 00^ ils engendreront les sphères données ; 
dans ce mouvement ^ la ligne IG décrira le cercle d'intersec- 
tion qui aura son centre en H et pour rayon HG , cercle dont I» 
plan sera perpendiculaire à 00^ : si on suppose ce plan rabattu 
snr celui de la planche , il sera facile de décrire le cercle 
cherché. 

Problème LXXVI. Trouver les points d^ intersection de trois 
chères données dont on connaît la position des centres et les 
nyons. 

C'est ce problème que nous avons choisi ( pag. 176 ^ Introd.) 
pour offrir un exemple de la possibilité de déduire la posi- 
tion d'un point de ses distances à trois autres points défini» 
de position dans l'espace. 

M j N* y P étant les centres des trois sphères , on sait déjà que fig-^ou 
la commune section des deux premières , qui est un cercle , se 
' trouvera dans le plan mené par GI perpendiculairement à celui 
des centres ; qu'aussi le cercle intersection des sphères M etP 
a son plan suivant gi y perpendiculaire au plan MNP. Mais les 
plans de ces deux cercles se coupent suivant une ligne passant 
par H , laquelle est aussi perpendiculaire au plan MNP , et 
abontit aux deux intersections de ces cercles , dont l'une est 
au-dessus et l'autre au-dessous de MNP , et dent la commune 
projection horizontale est en H. Qu'on conçoive que les plans de: 
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ces cercles tournent d*abord autour de la ligne yerticale des îih 
ter>ection9 , passant par H , jusqu'à ce cpe les deux plans n en ' 
fassent qu'un , et qu'ensuite ce plan commun des deux cerclei ' 
vienne s'appliquer sur le plan MNP; on pourra les décrire 
dans ce plan ^ puisqu'on en connaît les centres et les rayons : 
les extrémités de la droite menée par leurs intersections , et 
supposée dans sa véritable position , seront les points cherchés. 

Nous terminerons ce titre par quelques notions sur un genre 
de surfaces courbes dont on a vu un exemple dans la Gé<H 
métrie de Legendre ( Prop. XVI , Liv. V) > et qu'on nomme 
surfaces gauches» 

Soit ABCD un trapèze dont le plan est horizontal : sment 
Fig.aoa. *"^ points A, B, C, D quatre verticales inégales, et tellei 
que les extrémités £GHF ne soient pas dans un même plan : 
ayant joint les points £ , G , H , F , si on divise les droites op- 
posées £G , FH en parties £1 , FK proportionnelles aux lignei 
entières £G , FH , c'est-à-dire , de manière qu'on ait con- 
tinuellement 

El : EG :: FK : FH, 

qu'ensuite par tous les points correspondans I et K, on mené 
des droites IR> l'ensemble de toutes ces droites formera une • 
surface courbe £GHF que l'on nomme surface gauche. 

Le coin condi'de de irallis est une de ces surfaces : nom 
donnerons sa génération. BD£' est un quart de cercle situé 
fig.auX dans un plan vertical et parallèle à la ligne AC ; si Fou con- 
çoit qu'un autre plan vertical et perpendiculaire à cette ligne » 
se meuve parallèlement à lui-même , et qu'on joigne par des ' 
droites G 'F' les points où il rencontre « dans chacune de ses 
positions » la ligne AC et Tare D£', l'ensemble des droites 
G'F' sera la surface gauche dont il 6*agit. 

£n général la surface engendrée par nne droite assnjétie 
i glisser le long de trois droites ou de trois courbes^ est vn» 
surface gauche. 

Nous observerons que à ^ pour déterminer ime snrfaet 
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gauche ,' on ne doit satisfaire qu*à la seule condition qu'une 
droite ' s'appuie continuellement sur deux autres qui ne sont 
pas dans un même plan , il y aura lieu à plusieurs surfaces 
gauches ; car' qu'un plan transversal se meuve en restant con^ 
tinuellement parallèle à un autre plan donné de position , ce 
plan transversal coupera toujours les deux droites 3 et si Ton 
joint les deux points d'intersection dans chaque position du 
plan coupant , on aura des surfaces gauches différentes pour 
des positions ^différentes du plan auquel le plan coupant eât 
parallèle. 

Lorsqu'une droite doit s'appuyer continuellement sur trois 
autres qui ^ prises deux à deux , ne sont jamais dans le même 
plan , la surface gauche qui en résulte est unique. En effet , 
par un point pris sur Tune des trois directrices, on ne peut 
mener qu'une seule transversale qui s'appuie sur les trois droites ^ 
et il est facile de voir qu'on peut toujours en mener une ; car les 
directrices étant A, B , C, on peut^^ par un point de A, conce- 
voir une transversale qui glisse le long de B jusqu'à ce qu'elle 
aille rencontrer C : ayant ainsi déterminé trois élémens de la 
surface gauche , on les considérera comme trois directrices qui 
serviront de la même manière à faire tfouver trois autres élé- 
mens de la surface , et ainsi de suite. 

Nous donnerons plus loin le volume d'un solide dont une 
des fades est une surface gauche. 

Sur la pyramide triangulaire. 

Théorème XXXXVI. Le volume de la pyramide est la sommé 
des volumes de deux prismes et de deux p}n:amides , en adoptant 
ladécomposition de Legendre (Prop. XVII et XVIII, Liv. VI). 
Soient h la hauteur de la pyramide donnée ,b sa base , V son 
volume ^ y le volume de l'une des deux petites pyramides ; 

h b 
comme - et - sont la hauteur et la base d'un des prismes, on 

aura 
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Si J'on décompose de la même manière V'^ et qu'on désigne 

par A', b' el V Je» quantités analogues à A , 6 et ■>", on aura 

m coDtinnaiit, on trouvera 



Traduisant b', h' % b°, h' ; b', fi", etc. en A et A, les égalitfi 
précédeates se changeront en celles-ci : 

4 



V'=4TÏ+»V- 



v = 



4.4.4 a-a 

bh 

4.4.4.4.3.3.3 



+ 3V 

+ 3V" 



Si dans la première de cet relations on écrit pour V sa valenr 
tirée de la seconde , dans ce résultat la valejir de V tiiéa 
de la troisième , et ainsi de suite , on aura pour expre»- 
eiou du volume V , cette progression décroissante et infinie 

''=»U+? + ? + f' + "=}=""^rij=F 

Problème LXXYII. Trouver le volume d'un tronc dep^ 
ndde, le plan sécant étant paraliiUs ^ ba». 
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Soient B et H la base et la hauteur lie la pyramide totale ; 
h et A' la base et la hauteur de la pyramide retranchée ^ et 
h la hauteur du tronc ou la distance entre les bases B et 6; 
Boit y le volume du tronc , on a 

V = i(B.H — ft.AO. 
Or 

H* : *'• :: b : 6 , d*où u^h^/^ 

et d'ailleurs 

H = »' + A ; 

lie ces deux égalités on décbit aisément 
et contiqnemment 

V - • A /Mbiivil 
^ - ' * i VÉ-i/t ;• 

La division de Bv/B — &V^S par V^F-^l/i, donne pour 
iquotient B -)- KB.6 -|- & ; donc le volume cherché est 

V^iAB+iA/O+^Ai, 

où {/hb est la base moyenne proportionnelle «ntre les baaet 
«upèneure b et inférieure B du. tronc. On retrouve ainri 
l'eBcpacession connue du voliune d'un tronc de pyramide , %t 
on parviendrait de la même manière à celle 4a tronc de 
prisme 

*I1iééràme XXXXTIt. La solidité de toute jjyramide trian* 
gitUUre, est letiers de cette du parallélépipède circonscrit. 

Nôui ferons précéder cette démonstration de quelques no- 
tiokU imUèpensables. 

flommeta des quatre angles d'une pyramide triangu- 

gtt'iUyBt A , B ^ C > D ^ si on les réunit trois à f ig- 304. 
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trois de toutes les manières possibles par des plans , on aies 
quatre faces 

ABC, DAB , CDA , BCD ; 

si on les réunit deux à deux par des droites de toutes les ma- 
nières possibles , on a les six arêtes 

AB , CA y BC y 
.CD, BD, AD: 

l'une quelconque de ces six arêtes étant prise à volonté , et 
passant par deux des quatre sommets , il y en a toujours une 
autre qui passe par le^ deux autres sommets , et qui n'ayant 
aucun point conunun avec la première , ne peut pas être com- 
prise avec, elle dans un même plan. On peut regarder ces deux 
arêtes comme opposées. Nous avons écrit .ces six arêtes de 
manière que celles qui se trouvent placées 1 une au-dessus de 
l'autre , sont les opposées. 

Si par deux^êtes opposées quelconques , on fait passer deux 
plans parallèles entre eux , ces deux plans dont la position 
fera déterminée , comprendront entre eux toute la pyramide : 
« donc on en fait autant pour les deux autres systèmes d'arêtes 
opposées , on aura six plans parallèles entre eux , deux à deux, 
et qui formeront un parallélépipède déterminé , circonscrit à 
la pyramide. 

Des sommets des huit angles du parallélépipède circonscrit, 
quatre sont placés aux sommets de la pyramide , les quatre 
autres sont diagonalement opposés aux premiers, et les six 
arêtes de la pyramide sont chacune une diagonale d'une des 
faces du parallélépipède circonscrit. Enfin les distances des 
faces parallèles du parallélépipède sont respectivement égales 
aux plus courtes distances des arêtes. opposées de la pyramide. 

Avant d'en venir à la démonstration de la proposition, 
nous décrirons la figure. La pyramide que nous considé- 
Fig.ao5. ''°°' ®** SACE , ayant pour base ACE et son sommet en S : 
ses six arêtes AC , AE , CE, SA, SC , SE sont diagonales dans 
les six faces du parallélépipède : les plans qui passent par deux 
arêtes opposées , savoir par AC et ES , AE et CS , AS et CE 
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sont parallèles y et les quatre sommets de la pyramide^S^ 
A^ C, £ sont quatre des huit sommets du parallélépipède « 
et les quatre autres B ^F ^ G ,D sont diagonalement opposéi 
à ceux-là. 

Cela posé^ nous 'démontrerons que les quatre pyramides. 
GS£A, BG£Â , FGBS , DCSA dont les sommets soqt G, B , 
F,D et les bases S£A, Ç£A, CES, CSA sont équipa- ' . , 
Taleiités. 

Les deux pyramides GS£A , BC£A dont les faces sont 

G£A , G£S , GSA , AES 

BEA , ACB , ECB , ECA 

aont les mêmes que les pjrramides SGEA, CBEA dont lt$ 
sommets sont S et G , et les bases G£A , BEA. Or ces.dçux 
pyramides sont équivalentes ^ pvce qu'elles ont des bases 
équivalentes ^ et leurs sommets S et C placés sur une ligna 
parallèle au plan de leurs bases : elles ont donc même volume«, 
Les deux pyramides FCES « DCSA dont les faces sont 

SFC , SFE , FCB^, ESC 
DSC, DCA, DSA, CSA 

sont les mêmes que lès pyramides EFCS , ASGD dont les 
sommets sont £ et A , et les bases FCS , SCD : or ces deux 
pyramides sont équivalentes , parce qu'elles ont des bases équi- 
valentes, et des sommets £ et A placés sur une ligne paral- 
lèle au plan des bases. De plus, la pyramide CBEA ou ECBA , 
Tune des deux premières équivalentes , est équivalente à £C AD 
ou i SCAD qui est Tune des deux dernières. 

Si donc on désigne par p le volume de la pyramide SAGE , 
par // celui de chacune des quatre autres p}rramides égales 
entre elles , lesquelles ajoutées à p, font le volume du paral- 
lélépipède circonscrit , et enfin par P le volume de ce parai* 
lélepipède , on aura 

^« 4)« maJbitBiuiit qw p ts, ap', d'où ii r«inlt«ra que p se '- P. 
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Il s'agit donc de démontrer que la pyramide @SE A , par exem- 
ple y est la moitié de- la pyramide SAGE ou de la pyramide 
CSEA dont le sommet est C et la base est SEA. Or la pyrar 
inide CBDF dont le sommet serait C et la base BDF , aurait 
. toutes ses faces égales aux faces de la pyramide GSEA ; et 
d'ailleurs les deux pyramides CBDF , CSEA ont leurs bases 
BDF , SEA égales : donc leurs volumes sont comme letf hau- 
teurs; mais les plans des bases BDF > SEA étant parallèles , 
si par Aon imagina une pe^endiculaire au plan BDF , laquelle 
sera en même temps perpendiculaire au plan AES ^ et si par 
C on imagine une perpendiculaire au premier de ces plans» 
ces perpendiculaires seront égales (pag. 172^ Théor. XXXX), 
et cdmme la perpendiculaire menée de C sur le plan AES 
eh est la somme , on en conclut que la hauteur de la pyra- 
xbide CSEA est double de la hauteur de la pjn'amide CFDB , 
et qu'ainsi le yplume p de la pyramide S ACE est double du yo- 
hmie // de la pyramide GSÉA. Donc ^ etc. 



^Remarques. 

i*. n suffirait donc de prouver, sans supposer la mesure du 
volume d'une pyramide , que les volumes de deux "pyramides 
de même base sont comme les hauteurs , proposition démon- 
trée dans plusieurs Traites de Géométrie. 

â^. Si les deiUL arêtes opposées d'un xles trois systèmes sont 
égales 9 si, par exemple, TarêteEA est égale à l'arête SC> 
les deux diagonales de chacune des faces GB, SC deviennent 
égales entre elles, et ces faces sont des rectangles » ainsi qu'il 
est aisé de le démontrer. 

3^. Si les deux arêtes opposées d'un second système sont 
aussi égales entre elles , quoiqu'elles ne le soient pas à celles 
du premier, deux autres faces opposées du parallélepipè^' 
circonscrit deviennent des rectangles, 

4^. Si les arêtes opposées de chacun des trois systèmes , sont 
respectivement égales entre elles , le parallélépipède circons* 
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crit est rectangle ; et si, par chaque système dé deux dia* 
gonales , dans deux faces opposées , on mène un flap, lee 
intenèctions de ces ptans mesureront les plus courtes distances 
entre ces faces ; ces trois plus courtes distances se couperont 
en un point qui sera le centre commun de la pyramide et 
du parallélépipède circonscrit; et comme ces plus courtiss dis« 
tances sont , dans le cas dont il s*agit , respectivement égales 
a trois arêtes contiguëes à un même angle trièdre du parallé- 
lépipède circonscrit , il s'ensuit que le volume d'une telle py*^ 
nimide est égal an tiers du produit des trois plus courtes 
distances de ses arêtes opposées. 

Pour le tétraèdre régulier dont les six arêtes sont égales 
entre elles , le parallélépipède circonscrit est un cube : les 
diagonales des quarrés qui sont les faces de ce cube sont 
égales aux arêtes du tétraèdre ; ainsi en nommant a la lon- 
gueur commune de ces arêtes , le côté du cube , et par con^ 

séquent la distance des arêtes opposées , est -rr- > et le yo-» 

|/2 



a? 



lume du tétraèdre est . comme on le trouve dans les 

élémens. • 

5^ Lorsqu'un parallélépipède est circonscrit à une pyramide 
triangulaire quelconque , chacune des arêtes de la pyramide 
est une des deux diagonales d*ane des faces du parallélépipède-: 
si dans chacune de ces faces on mène les secondes diagonales, 
«Iles seront lefe arêtes d'une seconde pyramide qui sera aussi 
inscrite dans le même parallélépipède ^ et dont le volume sera 
encore le tiers de celui de ce corps. Ainsi une pyramidd 
triangulaire n'a qu'un seul parallélépipède circonscrit; mais 
tont parallélépipède a deux pjrramides inscrites qui ont même 
Tolnme , sans être semblables , et qu'on peut regarder comme 
vonjuguées. 

Des deux p3rramides conjuguées, l'une étant donnée, 3 est 
ucilé de former l'autre ; pour cela , il n'y a qu'à mener par 
i^ mOiea de cbacnne des six arêtes de la première ^ ime 
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droite parallèle et égale à Taréte opposée , et ces six droitei 

seront les arêtes de la seconde pyramide. 

6^. Les deux pyramides conjuguées et inscrites dans lepfr* 
rallélepipède circonscrit et conmiun, se pénètrent, et elles 
ont une partie commune que nous pouvons appeler noyau ; 
ce noyau a huit faces sur chacune desquelles s*appuie Tune 
des huit pyramides qui ont pour sommets les huit angles trièdres 
du parallélépipède. Pour bien concevoir ce noyau octaèdre , 
on observera que ses six sommets sont les intersections des 
deux diagonales de chacune des faces du parallélépipède cir- 
conscrit , puisque l'une de ces diagonales est arête d'une py- 
ramide , et l'autre arête de la conjuguée : maintenant si l'on 
joint les quatre intersections /, /', /", /*, on aura un paral- 
lélogramme qui servira de base- à deux pyramides quadran- 
gulaires opposées dont les sommets seront les deux autres 
intersections g et g\ et le solide ainsi formé de la réunion 
de ces pyramides quadrangulaires adossées » sera le noyau. 

Nous appellerons pyramides excédantes celles qui s'appuient 
sur les huit faces du noyau , et qui ont pour sommets les huit 
angles solides trièdres du parallélépipède. Chaque pyramide 
excédante est semblable à l'une des deux pyrafhides conjuguées 
dont elle fait partie. Considérons la pyramide excédante qui 
a son sommet en G , et pour base le triangle gf^f', elle est 
semblable à la pyramide GFDB^ qui est la conjuguée de 
SACE; car les arêtes G/, Gf, Gsç^fy.ff'^fg senties 
moitiés des arêtes GB, GD , GF , BF , BD , DF de la py- 
ramide entière : donc le volume de la pyramide excédante 
n^est cpie le huitième de celui de la pyramide entière : donc 
encore la solidité de chacune des huit pyramides excédantes, 
n-est que le vingt-quatrième de celle du parallélépipède cir- 
conscrit. 

Qu'au volume d'une des deux pyramides conjuguées, qni 
vaut -^j en prenant celui du parallélépipède pour unité , OU 
ajoute ceux des quatre pyramides excédantes de l'autre ^ pour 
ne prendre qu'une fois le yqlume du noyau , on aura ^ 
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pour le yolume des deux pyramides conjuguées : si du volume 
de Tune (les pyramides , on retranche la somme de ceux de 
ses quatre parties excédantes y on aura pour le noyau ^: soa 
volume est donc le ^ de celui du parallélépipède , et la moitié 
de celui d^une des pyramides. 

7^. Enfin les deux pjnramides conjuguées laissent autant do 
petites pyramides vides qu'il y a d'arêtes dans le parallèle-* 
pipède. 

Pour ne pas laisser de difficultés sur ce qui suit^ nous 
avons présenté toutes les pyramides dans la figure 2206 : les Fig-ao6; 
faces d'une des deux grandes p3rràmides sont : 

i35, . i37, 167, 357, 

et celles de la conjuguée sont : 

a46, a48, a68, 468. 

Les faces qui se coupent sont celles où les chiffres qui.manquent 
tont consécutifs^ en observant que 1 est regardé comme 
consécutif a 8. 

Les intersections des faces des deux pyramides y sont les 
arêtes de l'octaèdre abcdef, formé de deux pyramides qua- 
drangulaires ayant leurs sommets en a et c, et pour base 
comiâune le parallélogramme bedf. 

Les huit pyramides qui s'appuient sur les faces de l'oc*- 
taèdre , sont : * . 

ladf/stadey 5aeb, 4^> 6^, 6iec, 7ecrf, Scdf, 

Les pjrramides voisines ou vides^ sont celles qui ont deux lettres 
conununes j en prenant les lettres communes avec le chiffre 
tpà est joint, on aura les quatre sommets de chaque pyra- 
mide vide. 

! Suivant ces combinaisons, les pyramides vides seront les 

r douze suivantes : ^ 

• i2ady ^4^f, ^idff^ aSae , H'/ed ^ Z^ab , 

366e, 45i/, 56ic, 58çf, 67ce , jicd , 

14 
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dans* chacune desquelles il entre une des arêtes du parallélé- 
pipède circonscrit. 

En consdérant deux de ces pyramides yides contiguës, et 
leur donnant un sommet commun, il est fiacîle de pronver 
qu'elles sont toutes équivalentes : conséquenunent la somms 
de leurs volumes est ^ de celui du parallélépipède. 

On a encore ces deux propriétés : 

i^. En supposant six arêtes d'une de ces pyramides pro- 
longées ind^nimentp si l'on en considère quatre qudamques 
opposées entre elles ^ deux à deux, il existe toujours unplan 
qui^ en se mouvant parallèlement à lui-même, les coupe 
toutes dans quatre points qui sont toujours sur la ctrcon" 
férence d'un cercle; le diamètre de ce cercle varie suivant 
la position du plan , et it est le plus petit lorsque le plan 
passe par le centre du parallélépipède ^circonscrit. La posi-^ 
tion de ce plan est susceptible de deux solutions différentes. 

â*. Si parmi les douze arêtes prolongées des deux pyra^ 
mides conjuguées , on considère les huit qui sont dans quatre 
faces quelconques du parallélépipède, parallèles entre elles 
deux à deux , il existe un plan qui , ense mouvami patoUè-- 
lement à lui-même , les coupe toutes en huit points qui sont 
toujours sur la circonférence d'un cercle; et ce plan est sm^ 
ceptible de deux positions différentes. 

Théorème XXXXYIII. Si dans un tronc de pyramijti 
triangulaire ABC , A' B' C ^ on prolonge les côtés B A et ff/ 
jusqu'à leur rencontre en L ; les côtés CA et C A! jusqu'à 
leur rencontre en M ; les côtés CB et CB^ jusqu'à leur 
fig.ao7. rencontre en N ; qu'ensuite on mène les diagonales ABf, BA' 
qui se coupent enl, les diagonales CA\ CA qui se coupent 
en m , et enfin les diagonales BC , B'C qui se coupent enn; 
les six points L, M, iV, 1*, m , u sont dans un mêmepl(v^' 
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En effet les trois points 

L, M, N, se trouvent placés^ A, B, C "J avec le /A', B*, C 

L , m , B r" ^^<^°>t*' >"*«'^->A , B , C f P^*° 9" V, B'. C 

> section du plan \ Vpassç P^^\ 

/, M, n l q^i p353g p^^ 1^3 U, B', C l igg ^^^j3 lA', B , C 

2, m, N) trois points VA', B, C y point» VA, B', C 

Or deux quelconques de ces quatre droites d'intersection 
ayant un point commun , chacune d'elles va nécessairement 
couper les trois autres , et par conséquent ces quatre droites 
et les six points sont dans un même plan. 

Problème LXXVIII. Étant données les faces à!une pyra-* 
mide tétraèdre ou triangulaire , troui^er sur sa base le pié de 
la perpendiculaire abaissée du sommet , et cette perpendicu-^' 
taire en longueur vraie , en ne faisant usage xjue du compas. 

Construction, Soit le triangle ABC la base de la pyra- 
mide , et soient ACE , BCD , ABF les plans triangulaires 
qui vont se réunir à son sommet qui est la réunion des 
trois points D , E , F ; du centre C et du rayon CD =c CE , 
soit décrit un Ârc qui passe par les points e et d\ du centre 
B et du rayon BD soit décrit un arc qui le coupe en d ; FigaoS; 
du centre A et du rayon A£ , soit décrit un arc qui le 
coupe en e. Le point P intersection des droites Dii , Ee 
sera le pié de la perpendiculaire. Si Ton divise la droite CE 
en. deux parties égales au point m, que du ceptre m et du 
rayon mC on décrive la demi-circouféren^ C/;E , et qu'on 
prenne la corde Çp = CP , la corde supplémentaire pE^ sera 
la hauteur de la p3rramide. 

Démonstration. Nommons S la réunion des treid^ points 
D , E , F dans la pyramide formée : si Ton mène dans la 
face SCB ou DCB la perpendiculaire SA oQ J>h à CB , et 
à cfel'-pôint h une perpendiculaire à CB , elle cantiendra le 
pddt^i'dé niëme si du point S" et dans la faiDe SCA ou 
' .'^ttiBe à AC la perpendiculaire Sk ou £A, et de ce 
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point k une perpendiculaire à AC , elle contiendra le point P ; 
si l'on suppose que la face BSC de Fespace tourne autour 
de BC , jusqu^à venir se rabattre sur le plan de la base , la 
perpendiculaire Sh viendra se placer suivant DA dans le pro- 
longement de la perpendiculaire hd ; donc le sommet S doit 
être verticalement au-dessus de hd, et conséquemment le pié 
de la perpendiculaire doit être sur hd ; on prouverait de la 
même manière, qu'il doit. être sur ke\ donc , etc. De plus, 
les deux triangles CPS , €P£ sont rectangles en P etp , et ils 
ont même hypoténuse CS=:CE , et^ par construction ^ Cp=:CP; 
doncPSn^pE; donc pE est la hauteur de la pyramide. 

Théorème XXXXIX. Les volumes de deux pyramides 
qui ont un angle trièdre égal , sont entre eux dans le rapport des 
4trêtes contigu'és à cet angle. 

En eiFet , menons A'B et A^C , nous formerons les deux py- 
ramides AÇSBG 4 A^SB'C^^ qui ayant mêrpe hauteur ^ parce 
qu'elles ont l'une et l'autr-e le sommet en A'^ sont entre elles 
comme les bases ; on aura donc 

r*e,^09. A'SBC: A'src':: SBC: SB'C :: SbxSC: sb'xSC, 

parce que les triangles SBC et SB^'C ont l'angle en S commun. 
Les deux pyramides BSAC , BSAX qui ont le sommet en B, 
sont aussi dans le rapport de leurs bases ASC et A'SC } on aura 
donc 

BSAC : BSA'c:: ASC : a'sc :: saxsc : sa'xSC::sa :Sa'^ 

multipliant cette proportion tenne à terme par la première , il 
viendra 

SABC : SA'B'C :: sb x se x sa : sb' x se x sa'. . 

Théorème L. Si sur chacune des arêtes qui partent du 
sommet A d'une pyramide triangulaire , on prend à volonté 
des points m ^ n , p pour former le triangle mnp sur In sur^ 
face de la pyramide^ et qu'ayant supposé les ^diagonales Ma et 
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Cm ; Cpet Da ; Dm et Bp , on mène encore par le sommet A *^»8^'*^ 
et les points éC intersection Z/, ff^ C de Bn et Cm , Cp et 
Du >• Dm et Bp , les transversales jisi , Asl', >ifa", nous dé^ 
montrerons , 

1* Que les transversales Dsl , £sl\ Csl" se couperont toutes 
en un même point A' de la base BDC ; 

a* Que les quatre transversales AA\ BB', C(f^ DT/ sé 
couperont aussi en un même point K de l'espace. 

1**. Chacun des triangles ABC , ACD , ABD est coupé par 
trois transversales partant de ses angles et se croisant dan0 
un même point; donc , d'après lé théorème XY (Rec-der 
Théor. et Probl.)^ on a ces propriétés 

Am . Ba . Cn = An . Bra» • Cà 
An . C(/ . Bp =z Ap . Cn . Dd 
Ap . Da^ . Bifi s Am . Dp . Ba*. 

lifultipliant toutes ces égalités membre à membre et supprir^ 
snant les facteurs communs , on aura 

Ba . Cal . Baf = Ca . Da' . Bo*. 

Donc y d'après le même théorème^ les trois droites Da , Bal, Ca* 
se coupent en un même point A'. 

a*. La droite A A' est à la fois dans les trois plans ADa yABd^ 
ACa"; donc puisque Aa passe par l'intersection des droites Cm 
et Bti y la droite DD' sera dans le plan ADa qui contient AA^» 
et par conséquent ces droites DD' et A A' se conperoirt. On 
prouvera de la même manière y que les droites AA', BB', CC', 
DD^ se couperont tontes deux à deux ; donc la droite CC, 
par exemple , qui n'est pas dan» le plan ADa qui contient 
DD'^ AA'^ coupe DD' ; d'ailleurs elle coupe AA'^^ donc elle 
coupe en même temps DD' et AA', ce qui ne peut avoir lies 
sans qu'elle passe par leur intersection. Donc les quatre droites 
AA', BB^i CC'> Viy se croisent trois à troi» dans un mêm«r 
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point , et nécessairement elles se croisent toutes quatre ai 
même point. 

M. Comof démontre encore dans Touvragë cité , que les plan 
prolongés mnp , C'D'B' et CDB ont une intersection commune 
mais comme Tauteur se fonde sur plusieurs théorèmes que nou 
n'avons pas fait connaître , nous ne pouvons que renvoyer i 
la lecture de la seconde partie de son travail , bien fait pou 
. intéresser les amateurs de la belle Géométrie. 

M. Legendrè a résolu (Liv. V, Prop. XXIV et XXV) ca 
deux problèmes sur les pjrramides triangulaires. 

1*. Etant donnés 'les trois angles plans ou les trois faces i 
trouver t angle que deux de ces faces font entre elles ; 

a* Etant données deux des trois faces et leur inclinaison j 
trouver la troisième face. 

En observant qu'il y a dans toute pjrramide triangulaire , 
«ix choses à considérer , savoir , les trois faces et les trois in- 
clinaisons , nous nous jproposons ici de résoudre quelques ques- 
- tions ayant pour objet de déduire trois de ces six choses dea 
trois autres supposées données. 

. Problème' LXXIX. i*. Étant données deux faces et unt 
inclinaison non comprise , construire la pyramide. 

Ainsi on donne les deux faces DSÇ , CSB y et Tangle de la 
face DSC avec la face indéterminée DSX , et il faut trouver 
cette dernière face , c'est-à-dire , construire la pyramide. 

L'angle des deux faces DSC , DSX est celui des deux lignes 
d'intersection de ces deux faces par un plan perpendiculaire 
Fig.aii. à leur commune arête SD ; si on imagine que cet angle tourne 
autour de son côté DE jusqu'à venir se coucher sur la face CSD 
supposée dans le plan de la planche ^ il sera en FDE. Lors donc 
qu'on voudra se représenter la face illimitée ou inconnue I^SIL 
en position vraie , il faudra d'abord concevoir le plan de l'angle 
FDE vertical > et la face DSX. tournant autour de^ ratête DS^ 
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)u8(ja*i venir s*appuyer sur DF. Alors si Ton imagine que la face 
donnée CSB qui est représentée dans le prolongement de DSC, 
tourne autour de Farête SC , elle engendrera par son arête SB 
la surface d'un cône ayant son sommet en S ; et suivant la re-- 
latlon qui existerAntre les angles FDE , CSB donnés , il arri- 
vera que la surface de ce cône sera coupée suivant deux arêtef 
par la face illimitée , ou que celle-ci lui sera tangente , on enfin 
qu elle ne le rencontrera pas. Dans le premier cas , il y aur» 
deux pjrramides possibles 5 une seule dans le second ; et enfin 
le problème sera impossible dans le dernier. Nous ne considé- 
rerons ici que le cas de deux intersections , parce qa*il renferme 
le second. 

Du point D je mène un plan vertical perpendiculaire à Va- 
rête se ; il coupera la face illimitée en position vraie, suivant 
une droite , et la face donnée CSB , suivant ane ligne qu*on 
voit en KG dans le rabattement de cette face sur le plan 
horizontal. Que la face CSB retourne dans sa position vraie , 
le point G décrira une circonférence GHLI dont le centre 
%etk en K et le rayon KG , et dont le plan sera vertical : 
dans l'hypothèse que nous faisons , cette circonférence qui 
est la trace du point G dans l'espace, et qui est toute entière 
sur la surface conique décrite par SB , est rencontrée en deux 
points par l'intersection avec la trace illimitée dtxphm vertical 
mené par D et dont la trace horizontale est DK : il 8*agit dona 
de trouver ces points de rencontre. 

A cet elFet , supposons au point K une verticale prolongée 
jusqu'à la rencontre de la face illimitée en position : si ron^ 
conçoit par son extrémité , une parallèle à SD , on une hori- 
zontale dans la face illimitée prolongée jusqu'à cm qu'elle 
rencontre en un point F le côté DF en position , la verticale 
en K sera égale à la hauteur F£ ; et les points de rencontre 
de la trace, dans la face illimitée, du plan vertical suivant DK, 
et de la circonférence GHLI en position , seront ceux qu'on 
cherche. 

Imaginons maintenant que le triangle vertical formé gar 
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DK ^ la verticale en K et la trace dans la face illimitée ; 
tourne autour de DK comme cbamière , jusqu'à se rabattre 
dans le plan de la face DSC ; la verticale passera toujours par 
K , et ne cessera pas d'être perpendiculaire à DK^ conséquem'- 
roent elle viendra se placer suivant KG jÊét si Ton prend 
Km=£F, son extrémité tombera en m : d'ailleurs la circon- 
férence décrite de K comme centre avec le rayon KG, ra- 
battue sur le même plan , est GHLI : donc menant Dm , et 
prolongeant cette ligne ^ les points de rencontre L et H seront 
ceux qu'on cherche. 

En effets qu'on se représente tout en position vraie , on verra 
aisément que les points L et S , H et S déterminent les deux 
limites de la face indéfinie. £n observant que^ dans toutes 
les positions de cette face autour de DS , le point L , par 
exemple , est toujours sur une circonférence décrite de D 
comme centre , avec DL comme rayon , circonférence qu'on 
peut décrirç sur le plan horizontal , et qui est LX^, et qu'aussi 
ce point qui coïncidait avec G dans la pyramide formée , 
est toujours siir une autre circonférence décrite du centre 
S avec le rayon SG , et qu*on voit en G IX', il sera facile de 
reconnaître que SXf est une des limites. La seconde limite SX 
sera donnée par l'intersection X des circonférences HX et GX. 

Il n'y a qu'une pyramide possible lorsque la ligne Dm 
est tangente à la circonférence GHLI : le problème n'a pas 
de solution , lorsque cette ligne Dm ne rencontre pas la cir- 
conférence. 

Problème LXXX. o?. Etant données deux inclinaisons et 
la face adjacente , tromper la troisième arête de la pyramide , 
ou les deux autres faces. 

Soit BSC laface donnée dans le plan horizontal ; soient FDE, 
F'D'Ë^ les deux inclinaisons connues y il s'agit de limiter les 
deux autres faces. 
Figaïa. Prenons sur les côtés DP, D'F' en position dans l'espace , 
deux points G, G', de manière que DA ou Gg= Cg^, et 
menons par ces points qui seront à même hauteur aa^-desseï 



ET PROBLÈMES. si 5 

du plan horizontal , des horizontales dans les faces illimitées ; 
elles conperoDt Taréte inconnue en un point dont la projection 

. horizontale K sera l'intersection des projections horizontales 
GK , G'K des horizontales menées pàifr les points G et G' 
de l'espace. 

Si l'on fait mouvoir les plans ST/F' , SDF , qui sont letf 
positions YYsàes des faces illimitées , l'un autour de SB , l'autre 
autour de SC, jusqu'à ce qu'ils viennent* en BSX.\ CSX dans 
le plan horizontal , le point de l'arête inconnue dont K est la 
projection horizontale , viendra se rabattre sur l'un des points 
des perpendiculaires KL ^ KL' aux arêtes SC, SB; de plus ce 
point restera à une distance du son^met S égale à l'hypoté- 
nuse d*un triangle rectangle qui a pour côtés adjacents à l'^gle 
droit , SK , g'G' ou G^ ^ donc , dans le développement , ce 
point sera aussi sur le cercle décrit de S , comme centre , 
avec cette h}rpoténuse pour rayon ^ et par conséquent il se 
trouvera à la rencontre de ce cercle L'IL qu'on peut décrire 
dans le plan horizontal , et de chacune des perpendiculaires 

"TiL, KL' ; donc DSL, lySL' seront les faces cherchées. 

Nous ferons connaître le procédé graphique qui donne la troi- 
sième inclinaison : on observera cependant qu'on peut employer 
la construction donnée par M. Legendre. 

En supposant toujours la face BSC dans le plan horizon- • 
tal , nous couperons la pyramide par un plan vertical XBC Fig.2i3« 
qui rencontrera le premier suivant BC , ensorte que les deux 
autres faces seront SBX et SCX , et il s'agira de trouver 
l'angle entre ces deux faces ^ puisqu'on connaît déjà les autres 
inclinaisons. L'arête SX suivant laquelle se coupent les faces 
SCX^ SBX, percera le plan horizontal en S et le plan 
vettical en X. Comme le point X a sa projection horizon- 
tale sur BG en R , et que S est dans le plan horizontal , RS 
sera la projection horizontale de l'arête SX. L'extrémité S 
e^ projetée verticiâëment en Q par la perpendiculaire SQ sur 
"BC; l'autre extrémité Xest sa propre projection verticale; 
àoac QXestla projection verticale de l'arête SX. 
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Imaginons un plan perpendiculaire en nn point quelconque 
de Tarête SX , et coneéquemment perpendiculaire au plan SRX 
Buivant lequel cette arête se projette horizontalement ; que 
■a trace horizontSIe £oit , par exemple ^ MN : ce plan coupera 
les faces SCX , SBX suivant deux lignes qui formeront entro 
elles un angle opposé à MN > lequel sera Tangle cherché. 

La trace horizontale MN sera perpendiculaire à la pn>« 
jection horizontale SR de Farête SX , puisque MN et SR sont 
les intersections de deux plans perpendiculaires entre eux par 
un troisième plan qui estBSC. 

La droite menée du sommet de Tangle cherché à Tinter- 
section P de SR et MN , est la hauteur du triangle formé par 
MN et par les deux côtés de cet angle ^ ce qu'il est facile de 
voir , en observant que la projection horizontale de son som- 
met , est en quelque point de RS , trace horizontale du plan 
projetant de RX qui contient ce sommet. 

Si l'on fait tourner ce triangle autour de MN , comme char- 
nière , jusqu'à ce qu'il vienne se coucher sur le plan horizon-^ 
tal vers S , sa hauteur passera toujours par P , et ne cessera , 
pas d'être perpendiculaire à MN en ce point , ensorte que 
l'autre extrémité qui est le sommet de l'angle , viendra se ra- 
battre sur un des points de la droite PS en T , par exemple ; 
on connaîtra donc la troisième inclinaison MTN. 

Pour trouver la longueur vraie de la hauteur PT , supposons 
que le triangle SRX tourne autour de RX comme charnière ^ 
jusqu'à venir s'appliquer sur le plan vertical ; le point S 
décrira dans ce mouvement im arc SS^ dç R comme centre , 
avec le rayon RS , ensorte que l'arête SX se placera en XS^; 
le point P aura décrit l'arc PP' de même centre et avec le rayon 
RP ; si du point P' on mène P'P" perpendiculaire sur S'X , on 
aura la hauteur PT qui , comme nous l'avons vu , fait trouver 
le point T , et conséquemment l'angle cheypjié MTN. ^ 

Problème LXXXI. 3". Connaissant dans une pyramide dmiS 
face^ et t inclinaison comprise , déterminer la troisième faceis, 
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Soient BSC , BSD les deux faces données développées sur Fig.3x4. 
le plan de la face BSC, supposée horizontale : ayant mené un 
plan ABD perpendiculaire à la droite SB y lequel coupe la pre*- 
mière face suivant BD ^ et la seconde suivant AB } l'angle 
FBD de AB avec BD sera l'inclinaison donnée de la face ASB 
sur la face BSC L'arête SA partant de sa position dans 
l'espace , et tournant autour de SB comme axe , engendre 
la surface d'un cône droit dont la section par le plan vertical 
ABD qui contient l'angle FBD , est le cercle AaF dont le 
centre est B et le rayon BF =: BA, cercle dont nous suppose- 
rons le plan rabattu sur le plan horizontal. Le point F en 
position vraie , dont la prc^ection horizontale est D , appar*^ 
tient à l'arête cherchée dans l'espace. Qu'on fasse tourner 
cette arête autour de SG comme axe , elle engendrera la 
surface d'un cône droit , et le point F , en tant qu'il appartient 
à Tarête inconnue SX y décrira un cercle dont le plan DEL 
est. perpendiculaire à SC : la troisième face cherchée étant 
ainsi appliquée dans le plan horizontal , le point F doit tom- 
ber sur DL y et parce que sa distance à S n'a pas varié , il 
doit être sur le cercle décrit de S , comme centre , avec le 
rayon SA : ce point est donc en L , et la face cherchée est CSL* 

Problème LXXXII. 4"*- Etant données les trois faces d'une 
pyramide y trouver les trois inclinaisons. 

Supposons la pyramide développée sur le plan de la face BSC 
qui est toujours celui de la planche y ensorte que les deux antres 
faces soient en CSD , BSD' : après avoir pris SD=:Siy, n^sus piVaiS, 
mènerons par D etD^ deuxplans perpendiculaires aux arêtes SC 
et SB ^dontles traces horizontales seront DO, ïVO, Si on ima- 
gine la pyramide formée, les droites EO et ED , Ë'O et E'iy fer- 
meront deux angles qui mesureront les inclinaisons des imce» 
CâD^BSD^siIrla face BSC. Il s'agit donc de trouver graphique- 
ment ces angles. Les points D et D' réunis en un seul dans l'es- 
paeç ^fiiai pour projection horizontale le point O , puisque dans 
les «MOTemeiis de rofation des faces CSD , BSD' autour des 
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charnières SC , SB , ils décrivent des arcs de cercle , dontleff 
projections horizontales sont DEO , D'E'O j ensorte que h 
hauteur de D ou de D^ au-dessus de O , les droites OE et £D 
forment un triangle rectangle dans lequel l'angle opposé à 
la verticale est l'inclinaison de CSD sur BSC : l'angle OE'ET 
en position est aussi Tinclinaison de BSD' sur BSC. Si on 
fait tourner le triangle OED en position vraie, autour de OE 
comme charnière , jusqu'à ce qu*i1 se rabatte sur le plan ho- 
rizontal , la hauteur verticale tombera suivant OK perpendi* 
culaire à OE ou parallèle à EG ; Thypoténnse ED n*aura pa 
varié de longueur : ainri décrivant de £ comme centre ayec 
le rayon ED , un arc de cercle DK , Tangle OEK .sera Tin- 
dinaison de la face CSD sur BSC. On trouvera, parlamèmè 
€K)nstruction » l'angle OE'K' , inclinaison de l'autre face D'SB 
sur BSC. On doit avoir OK^ = OK , puisque dans l'espace , ki 
points K et K', D et D' se réunissent en un seul. 

Il reste à trouver la troiûème inclinaison , question réaobt 
précédemment. 

Problème LXXXIII. S*". Etant données toutes Us arêtes 
d^une pyramide f la construire. 

M,N,P étant les centres de trois sphères, nous avons va 
'°' '* (P*g- 197 > Prob. LXXVI ) que l'intersection des deux pre- 
mières est un cercle dont le plan vertical passe par GI , et que 
l'intersection.de la première et de la troisième est pareillement 
un cercle dont le plan vertical a pour trace horizontale gi. Le 
point H qui est la projection de la ligne suivant laquelle se 
coupent ces deux plans verticaux , sera en noiême temps ceilt 
des points d'intersection des trois sphères. 

Si maintenant on relève les triangles MP^, NPK^ NMI| 
en les faisant tourner autour des lignes PM , PN , NM, comnit 
charnières, les points g, K et I se réuniront dans Tfan àv 
points d'intersection ci-dessus , par exemple , dana le 
supérieur au plan de la planche ^ et il se.fbnauv WSbêT] 
lamide dont la base est la triangle -^llMWt 



t ti.- : 



t^:--^' 



ET PROBLEMES. si^ 

plan de la planche. H est facile de conclure de là la solution 
de renoncé. 

Théorème LL Si par le sommet d'un angle trièdre , on 
mène des droites perpendiculaires à chacune de ses faces , 
les plans qui contiennent, ces lignes deux à deux , formeront 
un nouvel angle trièdre dans lequel les. angles entre les 
arêtes seront égaux aux angles ou aux inclinaisons des faces 
du premier , et lès angles entre les arêtes de cêbii^d , seront 
égaux aux inclinaisons des faces du nouvel angle trièdre. 

Nous ayons démontré ( Réc. de Théor. et Prob. , Théor; 
XXXX) que si par un point quelconque de la commune 
intersection de deux plans , on élève une perpendiculaire à 
chacun de ces plans ^ V angle de ces lignes sera le même que 
telui des deux plans. 

Soit Ae la perpendiculaire à la face AFG ; elle le sera par Fig.ai6l. 
conséquent aux lignes AG , AF menées par son pied dans le 
plan AFG ; en raisonnant de métne pour Af, Ag respectivement 
perpendiculaire aux faces AEG , AEF ^ on conclura que 

Ae perpendiculaire sur AFG , l'est sur AF , AG 
Af perpendiculaire sur AEG , Test sur AE , AG 
Ag perpendiculaire sur AEF ^ Test sur AE , AF ; 

mais^ 1* AE en même temps perpendiculaire sur Af, Ag-, 
l'est au^plan/Ag*; 

22^ AF en même temps perpendiculaire sur Ae , Ag , Test 
an plan eA^; 

3^ AG en même temps perpendiculaire sur Ae, Af, l'est 
au plan eAf. 

Or , d'après le lemme , les lignes Ae , Ag font entre elles le 
K&ême an|^e que les plans ou faces AFG, AEF auxquels elles 
•ont respectivement perpendiculaires ) il en sera de même de 
l*ang|e entre les arêtes ^K , AG , comparé à l'angle entre les 

.J)Qoa.l«f. angles entre les arêtes de l'un des 
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angles trièdres ^ sont égaux aux angles entre les faces de 
l'autre . et inversement. 

Remarque, 

Ces six questions qu'on peut se proposer sur la pyramide 
triangulaire , savoir : 

1^ Trois faces étant données ^ trouver Içs trois inclinaisons} 

s** Trois inclinaisons étant données , trouver les trois. faces; 

o* Deux faces et l'inclinaison comprise étant données^ 
' 4° Deux inclinaisons et une face adjacente étant dorinées ; 

5^ Deux faces et une inclinaison non comprise étant 
données: 

6* Deux inclinaisons et une face à laquelle une seule de 
ces inclinaisons est adjacente , étant données , 

Construire la pyramide , 

peuvent encore être réduites à trois , par la ctesidération de 
la pyramide supplémentaire dont nous allons indiquer laçons-. 

truction. 

t 

I 

Théorème LII. Chacun des six angles d'une pyramide ,. sa- 
voir y les trois angles entre les arêtes et les trois angles entre 
les faces y a pour, supplément l'un des angles de la pyramide 

formée par trois plans perpendiculaires à ses arêtes^ 

• 

a y b , c étant les trois arêtes de la pyramide proposée , 
celle qui est formée par trois plans dont chacun est perpen- 
diculaire à chacune de ces arêtes, jouit de cette propriété 
que chacune de ses inclinaisons a son supplément parmi les 
angles entre les arêtes de la proposée. Pour le démontrer, 
qu*on se représente une des faces de la pyramide proposée , 
par exemple , la face ab , les plans de deux des faces qui appar- 
tiennent à la nouvelle pyramide et qui sont perpendiculïurea 
lun à l'arête a, l'autre à l'arête b , coupent cette face ab, 
suivant deux droites dont rinclinaison mesure celle des plaai î 
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or d2ii8 le quadrilatère formé par ces deux droites et les arêtes 
a et 6 y il 7 a deux angles droits ; donc les deux antres angles 
de ce même quadrilatère / sont supplémena Fun de Fautre ^ 
donc Fangle entre les arêtes a et b est supplément de F-angle 
compris entre les deux plans qui appartiennent à la noi^velie 
pyramide. On verra de la même manière que les angles entre 
A et c ; a et c sont supplémens des angles qui mesurent les in- 
cliuaiM>ns des plans perpendiculaires aux arêtes b et c ; 
a et c. 

Si on nomme a\ h\ d lès arêtes de cette seconde pyra- 
mide ^ celle dont elle dérive est formée^ar les trois plans 
perpendicttlairea aux droites d ^ b\ c' \ donc Fangle de deux 
quelconques de ces plans , de ceux , par exemple ^ qui sont 
perpendiculaires auiç arjêtes cl et.b\ est supplément de Fangle 
compris entre ces deux arêtes. Donc ^ etc. 

Cette propriété a fait nommer Fune de ces pyramides lasup* 
plémentaire dé Vautre. 

Corollaire. Ainsi coimaiâsantles trrâ inclinaisons A^ B, C d'une 
pyramide , si Fon veut trouver les trois faces xmi les trois angles 
entre les arêtes y on prendra les supplémens des angles A , B ^ C 
pour les angles entre les arêtes d'une nouvelle pyramide^ on 
déterminera les inclinaispas de celle-ci , et leurs supplémens 
seront les angles cherchés. On rapportera de la même ma«* 
nière les quatrième et sixième combinaisons aux troisième et 
cinquième. 

Problème LXXXIV. Jnscrire*une sphère dans une pyra* 
mide triangulmre dont les quatre, sommets sont donnés. 

Si Fon suppose^ pour simplifier , que Fune des facps de la 
pyramide soit dans le plaii horizontal de projection , on pourra 
déterminer les plans dés tréi^ aiztres faces , puisque chacun 
de ces plans doi|: passer par trois points donnés. Que par cha- 
cun des côtés de la face horizontale, on mène un plan qui 
divise également l'angle entre cette face et celle qui la reu-« 
contre suivant le côté par lequel est conduit le plan ,^ tout 
s# rédiûra à'trdayer lés projections horizontales et verticales 
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des intersections de ces trois plans pris deux à deux ^ cei 
i^itersections se couperont en un point qui sera le centre ds 
la sphère , donné par ses projections^ et on en conclura cellei 
du rayon » et conséquemment sa longueur vraie. Nous avoni 
«npprimé les détails des constructions, parce qu'ils nous auraient 
mené trop loin. 

La question de circonscrire une sphère à une pyramide» 
reyient à celle qui a été résolue ( page 196, prob* hXXÏV). 

Des Polyèdres. 

Théorème LUI. Le quarré de la diagonale de tout parais 
lélepipède rectangle , est égal à la somme des quarrés de ses 
trois arêtes. 

F>8*2i7. Soit BL un parallélépipède rectangle dont AK est la dia- 
gonale et dont AB , AC , AD sont les arêtes ; je dis qu'on 

aura AK = AB -|- AC + AD. Joignons AI; le triangle 

AIK , rectangle en I , donne 'AK = AI -|- IK ; le triangle 
rectangle AGI donne 

AI = ÂC*+ cl*; . 

donc puisque IK = AD et IG = AB , on aura 

Xk*=== ÂB*+ AC*+ AD* 

proposition déjà démontré^ (pàg. i85). 

Corollaire L Multipliant par 4 les deux membres de cette 
égalité , il vient 



4AK = 4AB + 4AC + 4AD ; 

d*où Ton voit que dans tout parallélépipède rectangle , la 
somme des quarrés des côtés est égale à la somme des quarrés 
des diagonales .* proposition que M. Legendre, a étendue à un 
parallélépipède quelconque ( Prob. V /note Yi| et que OOat' 
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allons déduire comme corollaire d'un théorème plus, généra) 
€ur rhexaèdre irrégulier* . . 

Corollaire IL Du théorème précédent, iliuit'què, dank un 
cube , le rquàrré de la diag6i;i2^^ est égal au^riple du quarré 
d'un des côtés. En effet , soient AK un cube quelconque , et\ 
AK 5a'(£agpnale ; oitaïufà. - 

.,....-Â^*=?.3ÂbV d'où AK : AB ::, y/fZ ; i. 

D-ott;r<ièToit;(Géom.,.Uv.'IV, Prop. 'lY »" JScbol ) que la 
diagunahjd'ufp cube ^juelconque , est te €iç^t4\d*M triangle 
équilatéral inscrit à un cercle décrit avfic un rayon égal azf 
€Ôté -de ce cube. 



Probièdlé LXXXV. Coi^aïssant les'^tôtés éCun parallèle^ 
pipède rectangle, trouver la diagonale et les angles quelle 
forme, avec les côtés. '" * 

^ Où a V en désignant par^a^^^ft^ c^ d .lisf »câté&.AS , AC, Fig.ai9. 

. AF*=: AC*+ CF; . 
donc .....•-_• "'■■->♦/ i :.<::■ i 

. !aE*= c^ =1^*4. EF*= a* 4f i* + c*. 

Les angles 'ApE ,>ACE , ADE étant di-oitsj léiirs^inus seront 
égaux au ?â^onj|ué' nous îmipposetQqs égal àd*unité; les angles 
AEB, AEflK^AËtVeerontki compîéinetfs de» angles BA£=«, 
£AC =f , CAD s > , et les triangles ABE , AEC , A£D 

AE : AB :: si^ ABE : sin AEBj cdl a :\ i. ; cos « ^' 

AE'^ -ÂfcVrJtû^ÀfcE î i&^Aà<if)d*où jat'fc^rri': c6s.tf 

AE : AD :: sin ADE : sin AEDJ .(<{ : c :: i : cos> . 



en Jinra donc 



■. j 



r '.vi eL;i:;(a)V..;/f*=rûV+:Mff -c^*., 



. :D 



(a)...cos«==n, (3),,..ço8 C = j. (4) • "COS 3/=;%; 



. e 
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on tire do là f 1* 

II» 4. £• ^ ^ 
«oiVt + coi^C + cos^= — ,^ — = 1... .(5); 

formule déjà obtenue (pag. 18g, Théor. XXXY ^ Lem.}; a* 

^. b C08 C a coBûL b cos C 

^' a cosct c co^y c co%y 

Les angles y'\ C\ J formés par la diagonale AE avec les 
faces ABFC , ABGl) ^ AGID- étant les complémens des angles 
^^, C ^ a formés par la même diagonale ayac les perpendicn* 
laire^ AD^ AC ^ AB à ces fiées ^ on aura 

(7). .. .on «T = cos « =;. 2 * un C' sscosCss 2* 



sm 



j.' = coé y = 2* 



Si Ton tire ks diagonales AF, AG, AI^ les angles ABF, 
ADG ^ ADI étant droits ^ on trouyera 

t. A» BF i cosC 

tang FAB = rg-r^ = - = 

^ . . BA a : coe« 

^N L r«AT% ^GD a ' "cos* 
C^, . . .^tang. GAD = 5j =: - psj j^: 

tang lÀl^ =i^ = * ::ii'?2^. 
^ DA c*"*-'CQS9^ ■ 

Ces huit formules sont d'un très-grand usage dans, Tanaljas 

géométrique. Nous allons en tirer d'autres conséquences* 

." ■ •'.•.» 

Corollaire. Des égalités (sf) . (3) et (4) on déduit encore 

, '. ■■ ■ - . 1. - ^ .... * 

ab ^ yoc Sc' '.. ^'^ 

^ nr-^=^coBdtco8C , ^=cos«cos^, -r^ = COS b COS 7 ; 

ensorte que la surface totale S du parallélépipède rectangle 
est 



S=an(a6+ac+ic)=aeP(cos a cos C+cos « cos^-f-eoii^C C8i>)i I ! 
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•t 80B Tolnme y est 

• , ' ' 

V ^ abc = cP cos et cos C côs >• " 
Voyez la Géométrie de Legendte ( Pfote V, Prob. IV et V). 

a J 

Théorème LIV. Dans tout prisme (jiiadrangulaire , la 
somme des quarrés des côtés ^ fipccède celle des quarrés des 
diagonales , de huit fois le quatre de la ligne qui joint leurs 
milieux* ^ 

En eftet ^ soit DO un prisme quadrangulaire , soit O le point jtrjg.^io. 
d'intéraectibn des d'eux diagonales DG , BE/et P^ celui des 
diagonales AF '^ CH. ^Le« parallélogrammes BGËD ^ ACFH 
donnes^ 

BE*+ DG*=: âD£*+ aBD*, 



AF + CH = flDE -f. aAC. . , 

, < 

A)Outant ces deux égalités membre à membre, il Tiezft(Récip. 
Liv. III , ^op. XI). 



'» ' "■' 



BE'4-'DG'+ AF -H CH"= 4DE*+ aCBD^ AC*) 
= ^5&*4. âÂfi'4- fliE*if sEd* + âÂD* -^ 8StN ^ 

M et N>étant les milieux des dmgônales'ËD , AC. Ôr joignons 
MO et NP : chacune de ces h'gnes sera parallèle à 0E et égale 
i i DE ; donc la figure MNPO est un, p^allélo^^amme ; 4fmû 
OP = M]*:Donc 






BE + DG + AF + CH 



I I». 



33 4DE 4> flAfi + aBC + aCD-f aAO'*^ 80P. 

d'où' ■■••■•"• ■■" • ■' ■ ■' ' 

IpÊ* 4: âÂB*-H âiê'rfr iic5*4- âiSo* ,". ' 

— s' BË*+ DG *+ ÂF*+! CH + éÔP^* b :i ; 
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* 

Cette proposition est l'analogue de celle qui a i^té démontrée 
( D^ cité ) : nous la généraliserons dans le Hijéorème suivant. 

Théorème LY. Sur thexaèdre irréguUer. 

Fig.390. ^°'^ l'hexaèdre irrégulier Ac, ponr leqael. nous poaeroiu 



ics^ ', ttdsah , a c—J i i , bd=ml 
Bfc=A , IW=B , AB?=E » ÇD=F , oC=mI , 
BC=G ;. AD=4I , ÀC^=M , BD=M', iOssD . 

Là droite ipaî joint les miliemC des diagonales 

di ZH p y 171771 SSt f. 

I 

Cela posé , les quadrilatères àbcd , ABCP donnent ( Rècîp. ; 
Liv. III.Pïop. IX). 

■ • ■ ■ ■ • . ■ 

f 

m» + m'« = c» + /• + g* + A* — 49* 
M* + M'» = E» + ,F« H- G» + H» ,- 4f9«î 

les quadrilatères BD(ifr. ;;ACca fourniront de m£mm. 

A* + B» + 7n'* + M'* = D* + D'^ + ^P*, 
aVH- fc» + 771» + M» = d^ H- a^ + 4/^. 

Ajoutant deii dernières égalités et substituant pour m* -|-7ii'*, 
et M» + M^* leurs valeurs tirées des deux précédentes» on 
aura 



formuleqni;:i3:adujte en langap ordinaire ^ fournirait l'énoncé 
d'un beau tbéQrème relatif, aux hexaèdres dont les côtés 
forment des- j^uadrilat ères quelconques. 

Corollaire. Lorsque toutes les faces d'un bexaèdi% dcTMH^ 



A 



1 
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m^îA dei ^dtalUlogranimes , les lignes P » p > Q > ç sont.nuUea ; 
de sorte que l'équation précédente se réduit à 

4A» + 4E» '+ 4G» = D* + ly» + <^ + <f». 

Théorème LYI. Si unerligne AB est divisée en deux parties 
Alf IB ^ le cube construit sur la ligne entière AB . sera 

(AI +IB)» = Âb'=:ÂÎ*+ BÏ'+ 3^*X Br + SbTx AI. 

Théorème LYIL Le cuhe càhstruit sur la différence 'AI ég 
deux lignes AB ^ BI, sera 



• II" »• . i ' > / 



( AB--BI)3 r= Ab'— BI*— 3AB' X BI + 3AB X BI'. 

• ■ 

Nous laissons à démontrer par là Géométrie ces deukprb-^ 
positionj» qui .reyiennent aut formules connties d'algèbrS ' ^ 



( a + i )3 = a» + 5a*6 + Soi» + fr* 
( a — i )3 = a^ — 5a*b + 5ai» — i »%. /; 



« I . . 1 ' 



<< . • 



.'• \ 



lesquelles expriment la formation du cube d'un binôme.^; . . . 

Théorème LVIII. Soit ABCDEMN^ eU. unfolyèdr^.quel' Fi„ ,„, 
conque ) si l'on joint les sommets de tous ^^^\qngUs A^. : 
B ^ etc. , avec un point S situé où l'on voudra fjeti^i^ut en 
divhant les lignes SA , SB , etc. en pariies proporthimell^.» ' 
on formera un second polyèdre A' Bf ClfE^M']^ ^§fty4fijd snts..» 
semblable au premier* . yj \f\: ; • \ 

£n effet ^ les triangles ,ABS et MVS semblubtesesiti^ edit/ 
donnent la proportion 

AB : A'B' :: SB : SB', 



' t \. 1. « 



on aura pareillement '*Xv î " '•' 

BC : B'Cf :: SB : SB* :: se : SC " ; , 

CD : cof :: se : SC :: SD : SD' ^ 

DE:iy£' V. SD'. sjy. ' ' . : ' 



SI ■ 
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' Or cef proportions étant liées eatr« elles ptt des rapports 
Gommans , on aura 

A» : A'B' :: bc : b'C, :: CD : c'iy, etc. 

En outre les angles ABC j A^B'Ç, etc. sont égaux* donc les 
bases sont semblables. 

Maintenant les plans NAC et ACB étant parallèles à leurs 

, homologues N'A'C, A'CB', l'angle dièdre NACB est égal à 

l'angle dièdre N'A'CB' : les triangles ABC et NAC sont sent-* 

blables.aii^. triangles A'B'C, H'AfC : donc les points N etN' 

N sont déterminés par des p3rramides semblables. Il en est de 

même de tout autre sommet M. Donc , etc. 

Problème LXXXYI. Evaluer le volume d'un solide -ter" 
miné par un plan horizontal^ par quatre plans verticaux pa" 
rallèles deux à deux et par une portion de surface gauche. , 

Lemme V^. Si par les extrémités A, B y C, D de deux 

fj« jjj. para//é/ej jiB , CD , on mène hors du plan ABCD quatre 

droites paroles AA!',BB\ CC, DIT égales deux à deux , 

savoir AA"—BBr, Dïf=^CC, les extrémités A\ B\ C,V. 

sont dans un niéme plan. 

^r si ies't^ôîs points A', B^, C", D" n'étaient pas dans un 
mêftie pt^^ le plan mené par les trois points A'^ B'^^ C coupe- 
rail &J)*eif Vin point d tel , que l'on aurait Drf:;=CC*; car 
tout'^aft'^nèhé par les points A" et B'' rencontre les deux 
autres {^dlèles menées par C et D , de telle manière qu'on 
a toujours CCsssDD", comme il est aisé de le démontrer. 
Donc on* lirait CC^ = DD'' t= Dct, ce qui est absurde. 
Donc , etc. 

Passons à la solution de l'énoncé. 

Le plan horizontal est ABCD y les quatre plans verticaux sont 

Tig.iiS. ABB'A', BCC'B', DCC'D', ADD'A', et la surface gauche est 

A'BX^D^ Cett^ surface gauche est engendrée par.tlna droite 

Indéfinie S S' qni se meut P^i'^Hèlement* au plan, fixe' ABA^B^ 

en s'appuyant sur les deux .di*oites A'D'j BX^ ^i JMTiont pie 



«_ ' 

I 
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dans vil même iplan. Il résulte de cette gtakcation que toute 
eectioii de la aurface gauche par un^plan parallèle au plan 
ABfi'A' est une droite KK^ puisque cette intersection n'est 
qu'une des positions de la génératrice. Si les droites X'iy, 
ce étaient parallèles , la surface A'B'C'iy deviendrait un 
plan. 

Les" arêtes AA% BB", CC, Dï/ étant prolongées de manière 
qu*on ait 

A'A''=BB'r=:a, W^AA^^aT, D'D*=CC=i; e 

CC'=:DD'=:i', ' T 

les quatre points A', B'/t}', D* seront dans un même plan ^ 
d'après le lemme. Si Ton représente par Y le volume. • • «i 
ABCDA'B'Ciy et par V le volume ABCDA^B^CTO', je dm, 
qu'on aura V = ^ V'; ce qui se réduit à prouver quie tp«t« 
•ection RMQP du solide . Y^. par un plan parallèle au plan 
ABB'^A' est diviséa en deux parties égales par un élément K^K 
de la surface gauche , eu^ en d'autres termes , que les tfapèzes 
RMKK' et KK'PQ sont équivalens. A cet effet , soit la dia« 
gonale B^C dans la face BGCB' : on aura 

EM: BB' :: CE : OB' :: ck : cv i fEM=o x ^^ 



ek:CC::b'k:b'c 3 lEK=iix 



jdoùn"-^^»' 



B'K 
CV 

•t eonaéquemment 

. EM + EK=:MK=aX^ + JX^.....(0 

Lea trois plans parallèles XEETA", RHQP > DCCD^ coupent 
les droites A^IX» VC en partie proportionnelle ( Géom. » 
Liv. y ,Prôp; XY ) ; de sorte que mmant la diagonale A^Bf, 



1 ■ ■ I 



'.'•)*■.■• . .uc.- .. 



* « 
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dus la face X'jyA'H', on aura 

FK : B'c ::A'K' : a'd' ::e'p uyjyï r e'p =6x ^ 
K'R' : A* A' : : ivk' : D'A' : : c'k : c'p' J ie'k'x=ox ^ 

On dédnit de là , 

jiK.des relations (i) et (a) l'égalité des droites MK, PK^ Oa 
éprouverait de même que RK^=QK. Ainsi les trapèzes RMKI^', 
K'KQP ont même surface , puisqu'ils ont même hauteur^ et 
eue les côtés parallèles sont égaux d^x à deux. 

Cela posé ; le solide Y' peut être considéré comme com- 
j^m^e deux prismes triangulaires tronqués , ayant pour bases 
ADC , ABC : or ( Géom. , Liy. VI , Prop. XXII ) 

ADCA^D^C = ^ ADC CAA'' + DD" + CC'') 
ABCA"B'C" = ^ ABC (AA'' +• BB" + CC"|) ; 

a)outSant ^es égalités membre à membre , et ' observant que 
les triangles ADC , ABC sont égaux, que V = a V , et 

•\ ■ • -, ^ ' . ■ " 

AA" = BB' = a 4- a' , CC* = DD' = i + i', 

il yipat , en représentant la base ABCD par s ' ' ' ' 

aV =t: i . i 5 ( 3AA" + 5CC") = i s (AA" + CC) 



Donc enfin 



< • > 



Cette fpnpE\Hle..Tem£tfquabIe.pa,^.,8oij é|égan^y8imj^Umtéi est 
d'un fréquent usage dans le eatcul des déblais et dés remblais. 
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TiiéSràme LIX. Si par un point quelconque pris dans 
l'espace , on fait passer plusieurs polygones égaux et parai-- 
lèles chqcun à chacune des faces d'un polyèdre quelconque, 
et présentant du point la même face qu*elid , la somme des 
proiduitfi.^de la surfacfi de chacun de ces polygones par la 
perpen4i^ulaire abaissée 'd'un autre point quelconque de l'es- 
pace ,"S&>-a égale à zéro, en observant, die prendre négative'^ 
ment celle, de ces p&jjiendiculaires qui tombent sur le revers ^ 
de ces polygones (*). 

Noiis démontrerons ^d'abord ce théorème sur des figures 
planes , et nout Tétiandrona ensuite aux polyèdres. 

• Soit d'abord un triangle BAC ; si on prend dans l'intérieur rig.a34< 
de ce triangle deux points jn , m', desquels on abaisse des per- 
pendiculaires sur les côtés , et qu'on joigne chacun de ces points 
aux sommeijts A ^ B , C , en désignant par a, i, clés côtés pp-« 
posés aux angles A^ B et C, oh aura 

.i(mfe — mT) + 6'(m/— mT) + c(^mh — m'h') = o. 

Maintenant si par le point m' on mène trois lignes AX', 
A'B'*, B'C égales et parallèles aux côtés AC , AB , BC , et qu'on 
prolonge Im jusqu'à la reacontre de A'C en f ^ la propriété 
ci-dessus deviendra' ' 

a X m/i — t X TO^ -f- « X înp 3c= o, 

en observant que le terme b X, mq est négatif, parce que la 
perpendiculaire mq tombe sur le revers de là ligne A'C', con-, 
sidérée comme une nouvelle position de la ligne AC qui 
aurait été transportée parallèlement à elle-même jusqu'à venir 
passer picr m\ Dansle même mouvement , les autres droites pré» 
8'èntent , si on peut le dire , la même face au point m ^ et les 
produits de ces droites par les perpendiculaires menées de m , 
«ontipositifs. , ' / 

' l' J » m nn ' i . i ■ ■■ ■ Il I < ■■ ■! I 11 ^ ■ ■■ ■ ^ 1 ■ 

^f)'iQllk4àtP^:m9 pcat élre bttn i^si qu'à |a lecture d^ la démonstratioii. 



336 . THÉpR^;VI£S 

or , ^ 

(y : Q :: Lklî Vr, d'oùQ'=2Jkl£, et S' =552. i 

et conséquemment ^ 

o • a ...,.■ . 

d'où résulte la proportion -, 

I 

qui revient à celle-ci ' - .:- . : 

/ , 9 : la :: 3 : 4, ' 

et de laquelle on conclût que lés' surface! S, S', S* sont en 
proportion continue. Donc^ ctô? 1 

Théorème LXIL Les. volumes du c6n^ équUatérûL éi 
du cylindre circonscrits û .une sphèrff, sont en proporiioik 
continue avec le volume de la sphère^ / - 

Tig.Q!^. ' Soieât S/S^, S? les^yolmnes de ces trois corps : il'S*agitde 

prouver que ■ ' * ' 

En effet * /' " 



» • ..I 



S = cire CA . 1 CA X i se = ciraCA >< i<3A 

en observant qu'il a été démontré (Réc. de Théor. etProb., 
Thédr. Y) que la hauteur d'un tri^^ngleéquitetisral çst ég^là 
trois fois le rayon du cercle;in8crit ^ or - - • . 

cire CA : Q :: CA : r', d*où cire CA=3ï2.^^=sQ|/5; 

30R* ^ 

donc S = -^^ — m Le volume du cylindre est S'asÉfl^ , et cdni 



V. 






■-> 






.r 



ET PROBLÈMES. 23/ 

2OR* 
de la sphère est S" = ""^%~« Ensorte que 

u ^ ^ 

et en effet, cette proportion reviei^t à celle-ci : 

qui est continue. Donc^ etc. 

Théorème LXIII. Le cône, la sphère et le cylindre de 
même hauteur ont leurs volumes comme il 2 : 3 » /e cône 
et le cylindre ayant d*aiUeurs pour base un grand cercle dû 
la sphère. 

En effet le volume du cône est i RQX f R = 3 QR*: le Fig.227 
volume de la sphère est aRQ X 3 R = | Q^*; et enfin le vo- 
lume du cylindre est ^ RQ X aR = QR*. Or on a 

Donc ^ etc. 

Du contact des sphères. 

■..■■'■/ 
Problème LXXXVIL Mener un plan tangent à trois, sphère» . 
données. 

Un plan tangent à u^e sphère , est un plan qui n'a qu'un 
point 4:ommun avec cette sphère. Le rayon en ce point de la 
sphère , est perpendiculaire au plan tangent (Géom. , Liv^YII; 
Prop. VII). 

£q un point donné sur une sphère , on ne peut mener qu^un 
seul plan tangent. 

Parime droite donnée hors d^une sphère , on peut menet deu?c 
Jïlans tangens à cette sphère, de même que par un point donné 
Jiors d'un cercle , on peut mener deux tangentes à ce cercle. 

' Considérons deux sphères, et snpposoni un plan mené par 



a38 THÉORÈMES 

leurs centres^ ce plan coupera les deux sphères suivant deux 
grands cercles : si on leur mène deux tangentes extérieures 
îg.aaS. ST, ST' qui se couperont en S sur la ligne des centres AB, 
puis deux tangentes alternes tst", tfst'', qui se couperont sur 
la même ligne en 5 ; et qu'on imagine que la figure tourne 
autour de la ligne des centres , 1?6 tangentes extérieures dé- 
criront une surface conique ayant son sommet en S , laquelle 
touchera chacune des sphères suivant une circonférence , et tout 
plan tangent à cette surface conique , c'est-à-dire , tout plan qgi 
n'aura qu'une arête commune avec cette surface ^ touc&era 
les deux sphères. Donc il y aura une pf'finité de plans tan- 
gens aux deux sphères. Considérons les deux surfaces coniques 
opposées au sommet s : il est facile de voir que tout plan tan- 
gent à ces deux cônes en même temps , le sera encore aux 
deux sphères ; d'où Ton conclura une autre infinité dé jplans 
tangens. 

Mais trois sphères ne peuvent être touchées en même temps 
que par huit plans. 

En effet, si on conçoit les trois circonférences tournant deux 
à deux autour des lignes des centres AB ; AC , BC avec les 
tangentes extérieures et alternes , il y aura trois sphères et 
six cônes engendrés : trois de ces cônes auront leurs sommets 

Tic 128 *^ ^' ^'' ^''' ^^"* ^^® appellerons canes extérieurs .• Ica troia 
autres auront leurs sommets en s , s\ s" ; nous les appelle- 
ions jcqne; intérieurs : les sommets S, S', S"; S, s''^ /; 
$>', /, ^ 'y S", /, S seront en ligne droite ( Réc. de Théor. , 
^t Probl. ^ Théorèmes XXY et XX\I). Le plan tangent 
a deux quelconques de ces six cônes , sera aussi tangent 
^x trois sphères. Par exemple , le plan tangent aux deux 
cônes extérieurs dont les sommets sont S et S', aura une 
tr4ce horizontale SS' qui passera par S'' ; et le plan tangent aux 
4eux cônes dont les sommets sont ^'\ ^\ ^ura une traoa hori- 
zontale S" S' qui passer^ p^j S -, donc ces deux plana pasfcrfiit 
par une même droite ^ et deyroioit 4tre tangew saifaafr.li 
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même ârète au côn« dont le sommet «tt S' ; il's ne seront 
donc qu'un seul et même plan tangent aux trois sphères» 
Or on ne peut mener ce plan que de huit Qianières diiFé* 
rentes. 

Pour le prouver , observons que ; dans les combiliaisons troh 
à trois- des six sommets S ^ S\ S*, 5, /, /, il faut ckclure • 
i*. celles x)ù entrent S et 5 , S*- et s\ S" et s", parée que le 
mênieplan ne peut toucher à la fois un cône extérieur et 
le cône intérieuf^qui lui correspond ^ ou les cônes* exférieut 
et intérieur tangens aux deux mêmes sphères ; a°. ' celles où 
il entre un dés trois sommets i'/ /, *" avec deux des troiâ 
sommets S> S'^ S", parce que le plan qui touche deux quel- 
coiiques des trois côfies extérieurs , touche tiécessairement lô 
troisième , et que ; d'après ce gui vient d*être ' obsierré-y il ne 
peuttoùchef en même temps âifc'uh des cônes intirieuin; 3^. enfin 
la combiiïaison ir, s^y s", parce que le plan tangent- à' deuX: 
cônes intérieurs, touché nécessairemîent un des cônes exté-^ 
rieurs , puisque ces trois points sont toujours en ligôe droite * 
d'où il résulte qtlil ne petit touchet le cône intérieur Corres- 
pondant. Donc les combinaisons dés sommets pris ttois i trois 
«e réduisent aux quatre suivantes : S, S', S^ ", S , /; i' ; S', s, s^» 
S", j, / : or parl^anè des quatre droites que cès''<^6mbiridsohd 
déterminent ;'oxi' ne peut faire passeft' que deux plané tâhgens 
aux codes circôfascrits 5 donc par les quatre droiteâ^'^'<m-ijiè peut 
mener que huit plans tangens aux sphères donnécTs^ '•'*''- ''^' 

Maintenant ,, pour résoudre le problème proposé ,oh déter- 
minera le^^somn^ets ded cônes circonscrits . tant intérieurs qu'ex- 
térieurs , et p^r cbacune dés quatre droites SS'S^/'&V', S'w* 
S^ss^ on mènera deux plans tangèns à l'une quelconque des 
trois sphères données . et ces plans Içs toucheront toutes trois 
en même temps. 






Probième lpÇ:iXniîyTrowèr dé combien 3e riianières 
on péùi ptàver 'une sphêré étun rayon dohrié^, pour qu'elle 

16 
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touche trois autres sphères Âont les centres et Us tirons soni 

donnés. 

Soient a I & ^ c les rayons des sphères données A , B , C , 
et t le rayon de la sphère tangente. Lorsque denx sphères 
se touchent , la distance de leurs centres est, comme peur 
deux cercles tangens , la somme ou la différence |^e leurs 
jeyons : ainsi le centre de la sphère qui toucherait A , Bet C, 
ie^t 8ur Tune des deux sphères a', a' concentriques à A , et 
ayant pour rayons , Tune t «f-^ «.l'autre r — ■ o ; par la même 
raison , le même centre est. sur l'une des deux sphères y, b" 
concentriques i B » et ayant pour rayons , Tune t-^* b , Tantre 
^ — 6 ; enfin il est sur Tune des deux sphères çoBcestrîqnes 
à C et dont les rayons sont i 7(7 ç » t-^ c. i)*oii il suit que 
ice poiAt.est..à rintersjÇCidopL, ^e.frois des six, sphères a\tff 
h\ V t c\ c". Or en excluant den, combinaisons trois, .à trois de 
ces six spjièresy celles où il entre det a*; V etb" \ c'^t ç^^parce 
que des sphères concentriques ne. peuvent pas. se coiiper; ces 
combinaisons. :Se réduisent aux huit suivantes ».a'&V, a' bV, 
dV d ^4h' è ,k.V d , a'Vc%ay's!ltib\\ Déplus, comme trois 
, sphères se coupent en depx.p9iiitsj(pag. 197, Prob. LXXYI}^ 
les huit -systèmes donnent Qeize.pQ^iiits pour Je ce/itre de la 
sphère du rayon t. Donc :on peut: placer une sphère d*uii rayon 
donné.d^ns seize positions différeatei au .plus , de .mapière qn.e ^ 
dans chacune /elle toucha trois sphères dont les oestres et les ' 
rayons sont dodnés. .',..., 

Problème LXXXIX. Une sphère variable de rayon , se meut 
en touchaAt constamment trois sphères Jixes dont les centres 
et les rayons. sont donnés';' on demande la courbe jpirmée sur 
chacune des sphères fixes par la suite de ses points àe contact 
avec là sphère mobile, . . - ■ < 

Soient , comme précédemmeht, -^9 ^> C les sp. ;- ss fixes ^ 
etayby c leurs rayons ; T la sphère mobile^ et t son ayon. On 
vient de prquver que la^sphère mobile pouvait tc^ wiier jestBois 
sphères fixes dans seize positiQos <Ufférentes. Çojtiaid^ronirli 
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dans tin#Nîle ses positions , dans c«IIe , par exeinple, où les 
distances des centres des sphères touchées A, B, C et da 
centre de la sphère touchante sont a-f-t, ^+^><^+^; <^t 
fnpposons que son rayon changeant et devenant if, t", etc. , 
cèi distances deviennent sticcepsivement a^lf,b-^f^c + tf, 
puis a + f, if-h^^pC^^i ^^c. ; on aura ainsi une suite de 
sphères T , T\ TT, etc. des rayons t , t\f, etc. qui touche- 
ront les sphères fixes A ^ B ^ C, diacune en une suite de points ; 
€t il s'agit de trouver la nature de la courbe formé^e par la 
auitè des points de contact sur chacune des sphères fixes. 

A cet effet, nôns établiro^is d'abord les deux lemmes 
KÛTané : 

Lemmë P*". Les pla)^ menés par lés trais points de contacta 
chatuhe des sphëres T, 7^, 7^, etc., tàng^tes cmie spftéfek 
fixés A , B , Cy concôurBrit 'en utte seule et même droite situîét 
dans le plim qui passé par les centres des trois sphères Jlxes, 

• Ijemme II. Les six points de contact de deux quelconques, des 
chères T , 7^, 7^, etc. avec les. trois sphères Jixes , peuvent 
êtn placés sur une mêm^ surface sphérique , quoiquen gé-^ 
néral quatre points déterminent le centre et le rayon d'une 
sphère. 

Pour suivre les démonstrations de ces deux proi^ositiôns , 
3 faudra se rappeler les propriétés du cercle ^ démontrées 
( Bée. de Théor. et Prob. , Théor. St^tll). .... 

rf. Désignons pin: AT , BT > CT les points de opi^fact de 
-U^àphiré.T ivec les sphères A^ B et C, par AT', BT'!, CT' 
les points de bôiitàbtg dé la sphère T" avec A > B , C; par AT'', 
BT*, CT^ ceux de la sphère T" avec À, B^ C , etc. Il s'agit 
donc de prouver que les plans détertninés par les points 
AT $:BT , CT , ou AT'^ BT.', CT, on AT", BT^ CT", etc. 
passent par une seule et même droite située dans le pl^n d03 
centres des trois sphères A f B , G ^.centres qu^ nous désigne^ 
voua par «> C|>^. 

Le plan de à,i tt du centre de la sphère T passant psu: 
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^ les points de contact AT , BT ^ et coupant en x^iêlhe tet&pi 
)?s sphères A ^ B et T suivant trois grands cercles tangeiii ■ 
en ces points , et le plan des centres a^C , y suivant une lignt 
«C , la droite AT , BT rencontre la droite «eC en un point. 
Par la même raison , la droite AT , CT coupe àty en un point; 
et la droite CT , BT coupe la droite y€ en un point. Ces trois 
points se trouvent sur le plan des centres «^ } ^> > > et sur le plan 
des trois points de contact AT , CT , CT } donc ils sont sur 
une seule et même ligne droite. Or cette droite est aussi in- 
dépendante de la sphère tangente T que le point R (Réc. 
de Théor. et Prob. , Théor. XXII ) est indépendant du cercle 
tangent dont le centre est C , parce qu'en passant des pointi 
de contact AT , BT , ^ux points de conUct AT', BT , 
la distance des centres û£ et les rayons restent les mêmes 
«t parallèles entre eux. D*où il suit que le point de ren- 
contre de AT et BT avec .à£ , est déterminé de la même 
manière que le point de rencontre de AT' et BT' avec mC, 
Donc quelle que soit la position de la sphère tangente aux 
trois sphères A, B^ C, le plan des trois points de contact pasM 
par une droite unique située dans le plan des trois centra 
«e ; 6 > 7 » droite que nous dédgnerons par L. 

Passons à la deuxième proposition. 
' T et T' étant deux sphères quelconques tangentes anz 
trois sphères fixes A ^ B^ C , il faut prouver que les six pcNnIs 
de contact AT , BT , CT ; AT, BT, CT peuvent être plac^ 
sur une même sphère. On remarquera d*abord que quatre de 
ces six pdnts étant pris dans Tordre suivant , AT, BT ; AT, 
BT;BT,CT,BT^CT;CT, AT, CT,AT sont toujours 
placés sur une même circonférence de cercle ; car les drbîtes 
AT , BT , AT, BT concourent en un même point de la droite 
^ , puisqu'elles sont dans deux plans qui passent par la Egne 
des centres « et ^ ; donc dles sont dans un même plan. Or 
les cercles intersections des sphères A et B par ce dernier 
plan , sont teb que la droite qui joint leurs centres, concourt 
au point de b droite «C, où se coupent lesdrc^tes AT^BT; 
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AT', BT' ; ce dont il est facile de se rendre raîaon , en ol>- 
servant que ces cercles sont touchés en AT et BT par la cir- 
conférence intersection de la sphère T par ce plan , et en AT' 
et BT' par là circonférence intersection de la sphère T' par le 
même plan ; et qu'ainsi les points AT , BT sont les analogues 
des points Jt et if (n^ cité ) , et qu'il en est de même des points 
AT', BT'. Donc les quatre points AT, BT; AT', BT' sont 
placés de la même manière que les quatre points 7ti\ m/iiynf 
(n^ cité) : don'c ils sont, comme ceux-ci y sur uner même 
circonférence. On dira la même chose des autres combinai- 
sons BT, CT, BT', CT' ; CT, AT , CT', A^. Mais une 
sphère menée par quatre points pris sur l'une de ces circon? 
Férences , ce qui n'équivaut qu'à trois points , et par un cin- 
quième pris sur un autre , passera nécessairement p^ }e sixième 
point : car soient ces cinq points AT , BT, AT', BT' et CT j 
là sphère passera par la première circonférence , par trois points 
de la seconde, et par trois points de la troisième. Donc les six 
points de contact peuvent appartenir à une même surface 8phé-< 
riqne que nous désignerons par S. 

Nous pouvons déduire de ces deux propositions , la solution 
du problème proposé. 

La sphère S coupe les trois sphères T, T' et A , la première 
suivant un cercle qui passe par les trois points AT, BT, CT ; 
la seconde suivant un cercle AT', BT', CT', et la troisièmo 
suivant un cercle qui passe pAr AT et AT', et ce dernier cercle 
est tangent aux* deux autres en AT et AT', puisque la sphère A 
est touchée par les sphères T et T' ^ on observera de plus 
que les cercles AT, BT, CTi.AT', BT', CT' sont dans deux 
plans difiPérens qui passent par la droite L , et que le cercle 
qui leur est tangent est dans un plan transversai : donc les tan- 
gentes communes à ces cercles et au cercle d'intersection des 
deux sphères S et A , sont dsàA les plans AT, BT, CT; 
AT', BT, CT';. mais on a démontré que ces plaiis passent 
par une même droite L située- dans le plan des centres et^ 
^ y y \ donc lei deux tangentes ea^ question passent par I4 
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droite L ; 'mais elles sont aussi dans le plan du cercle d'iiiii 
tersection des deux sphères S et A ; donc elles passent par le 
point d'intersection de ce plan et de la droite L ; or ce point 
ne varie pas lorsque la sphère T' varie et devient T^, T''^ etc. ; 
car le cercle des sphères S el A touche toujours dans le 
même point le cercle AT> BT, CT , et il devient tangent an 
cercle AT', BT", CT« ; puia au cercle AT*, BT^, CT^, etc. ] 
dans toutes ces positions du cercle transversal continuellement 
tangent au même cercle A't, BT, CT , et aux cercles AT', BT, 
CT' ; AT'i BT", CT", etp. , les tangeotes communes qui sont 
les intersections du plan du cercle transversal et des plans des 
deux cercles auxquels il reste tangent , doivent se couper sur 
la droite L au point où cette droite est rencop^ée par la tan* 
gente cQimni|ne et fixe au contact du cercle, AT , BT , CT 
avec les cercles transversaux. Donc les tangentes aux cercles 
d'intersection AT et AT, AT et AT*, etc. ipa spkcares S 
«t A forment une surface conique droite circonscrite i la 
sphère A 5 et la base de ce cône droit est le lieu des points 
de contact AT, AT', AT*, etc; : donc ce point appartient i 
un cercle tracé sûr la sphère A doutiez plan.^st perpendiculaire 
jà celui des trois centres et, Ç , y. 

Problème LXXXX. Trouver la courbe parcourue par h 
centre d\upfi sphère mqbilç ^ç^s^ujétie à toucher constammeni 
frok.^ph^r»s fixes, ' '. ^ 

Le iieudes centres de la sphèr:e mobile est sur i^ des cônes 
(droits qni- ont pour sqmçiet . le^ centre d'une sphère fixe , et 
pour base la courbe formée. par l^s points de contact de cette 
sphère - fixe avec la sphère mobile , courbe qui est un cercle , 
parce que , dans toutes les positions de la sphère mobile T^ qui 
touche continuellement la sphère A , les centres de ces deux 
sphères et Le point de contact sont dai^s une ligne droite qui 
est une arête de cette surface conique : de plu^i le lien des 
mêmes centres est un plan perpendiculaire à la droite L qui 
passe par les. sommets des comes cif conscrits, extériçiiireinept 
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aux sphère» donnfies. En. effet, tout plan passant par cettt^ 
droite, coupe les trois sphèires fiices et la sphère mobile suivant 
quatre cercles dont le quatrième est tangent aux trois. pre- 
miers. Si par les centres de deux quelconques de ces qua- 
trièmes cercles , on. élève des perpendiculairesu aux ]}{^s de 
ces cercles y ces perpendiculaires se rencontiiçron^ ^ êt« elles 
seront dans^un plan perpendiculaire à la droite- L : càr/d*après 
le Lemme II , les six points de contact entre deux sphères 
T et T^ et lesi trois sphères fixes, sont toujours sur un& même 
jsphère S' qui passe conséquemment par les circtonférénces de 
deux des quatrièmes cercles : donc les deux perpendiculaires 
en ^uesiirà irbnA^ couper au centre de la sphèrq oon^espon- 
dante.&, et parce qiie^ le plan de fies dei^x perpendiculaires 
Teet en même temps aux deux plans sécans menés par L , il 

le sera à la. droite L. Si l'on, considère six autres points de 

• ■...., ■_ •%-..■ .*„ 

contact entre T[, T" et les trois sphères fi^es, lesquels seront 
' sur une autre sphère S\ on démontrera de là même manière , 
que lA perpendiculaires élevées par les centres des cercles 
coirespondans aur plans de ces cercles ,1 se: couperont au 
centre de la sphère S^ et que leur plan sera encore perpen- 
diculaire à la droite L , et comme les, plans menés par les^deux 
premières perpendiculaires, puis par les deux secondes^, se.cpur 
pent suivaqt une de ces perpendiculaires, et que de ^pli^s ils 
sont perpendiculaires à la même droite L , il en résulte que 
ces trois perpendiculaires sont dans un même plan , conclusion 
qui s* étend à toutes les autres. Donc ces perpendiculaires dont 
aucime ne peut passer en même temps par les centres de 
deux des sphères S , S\ S", etc. , seront les tangentes delà 
courbe parcourue par le centre de la sphère mobile ; donc 
cette courbe est plane , et son plan est perpendiculaire à la 
droite qui passe par les sommets des cônes circonscrits extérieu-» 
rement aux sphères données. 

Remarque, ' 

Dans le n* a de la Correspondance sur l'École Pelytech'», 
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nit/ue , d\)ù j*ai tiré , à quelques développemens près ] ce 
qu'on vient de lire sur le contact' des sphères, on trouve encore, 
«oùs le mémé4itré , la solution des problèmes suivans , qui n*a 
pu trouver place ici. 

1^. Déterminer les lignes de courbure de la' surface courbe, 
enveloppe de l'espace parcouru par une sphère qui se meut, en 
juchant constamment trois sphères Jixes. 

s**. De quelques propriétés de la courbe parcourue par 
le centre d'ufie sphère mobile qui touche constamment trois 
çphère^Jixe^. . 

3*. Trouver parmi les iphères tangentes à trois sphères don'- 
nées , celle qui a son centre dans, le même plan que celui des 
sphères touchées. '■ ■• 

Question de laquelle dépend celle de ce problème : Mener 
un cercle tangent à trois cercles donnés, en considérait les cercles 
donnés comme les grands cercles de trois sphères. 

4". .Mener ^ne sphère tangente à quatre sphères donu^es^ 

Nous observerons que trois cercles donnés dans on plan , 
peuvent êti^è touchés par. un quatrièine cercle, de huit niantèrei 
différentes ; et que quatre sphères peuvent être touchées p<U^ 
fine cinqciîèmé de trente-deux manières différentes. 
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Sur ta Trigonométrie rectiligne: 



M7- 



On trouve (Trig. de Legendre, Noti. , G£hér.) , et en dési- 
gnant le rayon par R , ces yaleurs des lignes trigonométriqpea 
au moyen du sinus tt du cosinus , savoir : 



sm . -, C08 

tang = R . — , cot = R . -r- , 

cos sin 



8éc3=R* — , 

cos 



coséc = R^ . -:-, siil vers = R — cos , cos vers = R — sin^ 
sm 

D'après ces expressions /il est facile de former deux tableaux 
dont le second offre les valeurs de toutes les lignes trigononié-' 
triques pour les quatre points repaarquables o*, loo**, aoc"^ et 
3oo^, et le premier les signes de toutes ces lignes dans les quatre 
quadrans de o° à 100% de 100® à 2200^, de aoo* à 3oo°, et de 
3oo* à 4oo*. 

n est bien entendu que le sinus est positif de o à 200°, et 
négatif de floo* -à. 400^ ou à o^; que le cosinus est positifi 
pour les arcs de o*^ à 100* et de o** à 3oo°, et négatif pour 
les arcs de 100 à aoc"* et de aoo'' à Soo*'. 
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Le second. taMeau mpntre. que le sbut . et le cosinus ne 
Tarient que de zéro à R ; que la tangente et la cotangente 
Tariènt de Zjéroil'ib&ni; que la sécante et la cosécante. varient 
4e R à rin&ni , et qa^ les sinns et cosinus, verses varient de zéro 
à sR. 

Etant données. trois d^s six>cliûsea., savoir : les trois côtés et 
les trois angles , la Trigonométrie a pour objet de faire dé- 
couvrir les trois autres. Il n'y a donc qii*à former entre les 
trois données et les trois inconnues , trois équations , et déduire 
de ces équations celles diesjacoiiQttiey-qu'oji.Yefit avoir , en éli- 
miiiiai^t leB deux autrei^*^ . 

•Pour obtenii; ces trois équatâouft»- nous partirons de quelques 
propriétés connues du triangle , par exemple^ de celle-ci: 
que chacun des côtes est égala la somme de chacun des deux 
autres côtés , multiplié par le cosinus de t angle, qu'il Jorme 
avec le premier. 

Soit , en effet , tn triisngle ABC dont les angles soient A , B 
et C, et/ les côtés opposés a, &, c : en abaissant de chacun 
des angles une perpendiculaire sur le côté opposé , on aura^ en 
supposant le rayon àgaSt i Tunité , ■■ 

a ^=^ b tJos C -f- c cos B^ 

& =s 6 cos C ^ c cos Av (M). 

c z^n a cos B -)" 6 cos Aj 

Supposons que connaissant les trois côtés , on veuille trouTer 
l'angle A : pour cela^ on multipliera .la première des Xmi 
(éqtiations par • a^ la seconde par b et la troisième par c , et 
tin retranchera le premier produit de la s(imme des deux autres^ 
ce qui donnera 

è» -|. (^ — a* .= afta . cos A , 

id'ou on déduit ^ 



formule connu èi 



c6,A = èl±4=: 

2bc 



a^ 
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Si roB veut aToir sin A j oa remplacera dans cette der^ 

nière relation coa A par V^i — sin* A^ et^ après les réduo^ 
tions » on tronyera . 

8inA=-4- V^aa*6» + flaW+ t^c»-^ (a* + 64-f. c4). 
Si , pont «bréger , on représeote le radical par k, çn aura ' / 

sin A = -T- 

k 
de même sin B = — r-> (N) 

aocf 

Sin C = — t 

en obsf nrant que k se cqmposs d'une manière 83rmétri(ioe des 
trois côtés a , 6 et c. 

En divisant la première des éqnationa. (N> par la.seeonde ^ et 
Jk seconde par la troisième ^ on trouye 

sin A a sin B h 

sin B 6 ' sin C c^ * 
d*où résulte 

sin A : sin B :: sin C :: a : ft : c,; , 

» » » é 

ce qui est le principe connpi de la propprtionnalité des sinus des 
angles aux côtés opposés. 

Si dans la première d^s équat^o^s (ADj^sayi^ir'» 

a =. 6 cos C + <^ <^? B ., 

on sul^tue ceayaleiir^; 

st %yci B sin C 

'smA smA 

Urées de (N) , il viendra - ■ - 

^&i As^ sinB cos 04- sin C cqs B, 
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Mais comme rangle A est le supplément de B 4- tS j on aura 

* 

sin A == sin (B -f- C ) > 

donc 

«in (B+ C) = sin B C08 C + sin C cos B (O), 

théorème fondamental dans la Trigonométrie. Lorsque Tare C 
est liégâtif , sin C devient négatif et cos C ne change pas de 
signe 5 donc 

sin (B— C) == sin B'cos C — > sin C.cos B (P). 

Soient C le complément de C , et - le quart de la circon- 
férence : on aura 

'C = ~— C, 8inC=cosC, cosC'=:»inC; 

or 

•in(B — C) = ànB cos C — sin C cos B ; 



/ 



donc , par la substitution des valeurs précédentes de sin C 
et cos C 

r 

sin (B — C ) = sin B sm C — cos C cos B , 

> 

et^ à cause de 
sin (B — à) = sin/fi — - + C^=sinfB + C— ^^ 

= -.8in/-^-^(B + C)^ = — cos(B + C), 

tl viendra ^ après la substitution et le changement des signes , 
cos (B + C ) = cos B cos C — sin B sin C. • . . (Q) ; 

Cette relation , en y faisant Tare C négatif, donnera celle-ci 
cos (B — C) = cos B cos C + »îû.B^ C- \ *: «(R)* 
C'est sur cçs quatre formides (O) , (B)x CQ) « (^) qu'est 
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établie ^ comme on le sait , toute la tliéorie des quantités 
angulaires. 

Dos formules (O) et (Q) , on déduit 

8in(B + C ) _ sinBcosC + sin C cos B ^ 
co8(B + G) cos B C08 G —«in B sin G ' 

divisant haut et bas par le produit cos B cos C et observant tpL9 

sin 

— = tans , on trouvera i 

cos ^ 

«m(B + C) _....^p .^x^ta ngB + tangC 
g5rPTC)-*"5^°-^^>^r -^taiigBtangC ^ 

' Soit A + B + C=w,^ étant la demi-cireonférence; 
alors 

tang A = — tang (B + G ) 

_^ ' fang B 4- tang C tang B + tang C 

i.-r-tang B tangG "7 tang B tang G — i * 

4tgalité qui donne ce résultat curieux 
tang A + tang B -f-tang G = tang A tang B tang C. . . (S) , 



■ > ■ *. • . • 



.et duquel on conclut. qu'il existe, uçe infinité de systèmes dç 
trois nombres dont la somme est ^^t au produit, puisque 
la relation précédente a lieu pour A -f^B -f-C=iîr., =:;:3îr , 
±=5^. etc. • 

Si oh ne connaît ique les trois angles d'un triangle^ on ne 
peat déterminer que les rapports entrer les côtés. , ^ ; > 

■ Soient^, c'] c" les {côtés d'un -ttiangle, et C, G', C^ les 
angles opposés a ces côtés : on a ces formules (pag. 24S). ;• 

« 

cot C =s — /, / " • , cos C = y ; 

flcV . . . j , flc^c ' 

. -^ : . co8»C* =; ' ■ ' ' j , — ; 
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on déduit de la troisième 

c"»=c»+c'*— ace' cosC (a)., 

de la seconde 

c'» = c» +€''*.w^cd' cos C (S) , 

et de la ^knièrè 

c* =c'» + c'»-^ac'c''cosC (c). 

De ces trois équations , on en conclura trois autres du pre- 
mier degré , en ajoutant là i^reknière ^ la secondé , la première 
à la troisième , et la seconde à la troisième ; piiis divisant la 
.première somme pat ae , la seconde par ad", ^t la frobièine 
pair ac''. Ces équations sont les suivantes : 

c — C'COSC— C^'COS C'=r:0, </ — C COsC — c" COsC=0, 

C^— c C08 C'^^ à' COB G=rc. 

Qu'on pose — =p,— =7, on pourra déterminer , au 

moyen de deu:;!c de ces équations , les rapports ~p et q entre les 
côtis. Là substitiitiôn faite de bés Valait» dun ja iroiaièuie , 
ou dans celle qn*oh n'aiirâ ^aS employée , âotJuara cette éqn»- 
tion àè relatioÀ entré lë^ côfëîôtts des ttoië ahgtey . 

1 — • cos*C" — cos'C — cps'^C— a cos C" cos C cos C = 0. 



. I 



Si Ton fait paâset a cos G* cds^ coà C dans le ^mwà m'endo?^ 
et qu'on ajoute de part et d'autre cos*C cos^G", on aura cette 

équatibfl .,.:.■' 

« 

1 — cos^C* — cos^C + cos^C" C08«*Ç = (cos c +C08 c cosC)*, 

* * • * * • 

qu'on transf'orme dans la suivante 

sin^C— i^sîii»Çrftï-*-3in*C0 (1— 8in*C) 
= ( cos C + cos C cos C" )• ; 
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effectnant les opérations et les réductions , on parvient à 

— cosC'= ces C Ç08 Q?— sin C sin C? = ces ( C+ C") , \. 
relation qui a eifectivement lieu^ puisqu'on ^dans tout triangle 

c +xr •+ c :^ flôaL^> -r ' : 

» 
De ces trois relations démontrées 

sin (B —r.C} == ^Q B 00^ Ç •:--• sin C Gos B 

: «in (C — A) = sin C cos A — ? sin A cos C 
. sin TA— - B^c=sin Acos B -^sin B cosA . 

on dédnijt . après- avoir multiplié la première par sin A , la. 
seconde par sin B ^ et la troisième par sin C et ajoute Ie& 
pfddtfîts • i. . ■ • 

awAsin (B— O+sinB sm fèi— A)+8mC"sm (A— B)=o jfT), 

on trouverait de même 

cos A $iiitB-i^*fcîC5 B sin (G— A^+xiès G àîîitAa-B) 2t= o (U). 

Ces propriétés ayant lieu pour trois anjgles quelconques"^ 
ccoMeinènt paiement -aux trois angles jd!iu|i triangle; . 

< .Silfflnmnltiplie.,;L*ttRi^'P« 1:^1;^^ les relations (O) et f^^ 
qu'on réduis^ , on^troOTewi; /. : ; ;r. .,. ,. a.b . ; 

^ .- ^9 ( fii +. Ç) >;.mXB - Cl^^ sm-B -, sin- C 
=fe ( sin B + «in C) (sin B -T- sin C) , 

les relat|pçs (Q) et (R) donneront 

C08 (B + C) X co« ( B — C) ac co8»B— sin» C 
=;= ( C08 -B'+^t C) •( cbà'B'Wfint -C) ; 

on a donc ces deux propriétés 

nn (B+C) : nn B+sin C^sin B— «intC : sin (B— C). • .(V) 



J' ^ < >i.< 



.1* . . . . ^ :«...' ^^ -: ii.. . • -, :"\ : .; - •- - •» 



— • » * 

. i ■ • 
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Soîtunt série d*aiiglet a, b , c. . . « .p : oi^ a , d'après ce ipi 
précède ^ 

sin ( a -|- 5)sm(a — £)= 8Ïn*à — 8in*& 
sin (6 -f" c) fiiï^ ( ^ "~ c )= 8in*6 — sin'c 
5in ( c -(* <i)'ain (c -— rf) =s sin^c — sin*d 



8in (p 4* û^ sin (p -i- a) = ain*p — slii*a ; 

ajoutant toutes ces' équations , il reste ', après les réductions ; 
la somme des premiers membres , égale à zéro, c'est-^à-dire ^ 

sin (^a+b) sin(a— ^j) + sin (it^c) sin (^S— <;)-|-ctc.==:o. 

Supposons que les angles a, b, c...,p forment une pro- 
gression par équi-différences, dont le premier terme az=zo , 
la différence constante = m > et le dernier terme p == 1t : nous 

aurons » 

ou 

et "conséquemment , après la* sulistittttion' dans la propriété prév 
cédente > et la division par le facteur commVin — ? sin ^ 



l^, • I 



< 1 ' . ". I I I • •» 



f « 



sin m '+ sîn 5ni + . sin S/n -f- etc» == o . . . . f Y ) , 
on trouverait aussi 

cos Tîi 4: co* '^^ + cos 5m + etc. = o . . . . ( Z. )• 

'■ •■ •'.'■'* :• - 
Soit A; un autre angle* quelconque ; pn aura 

sin ( ^ -)- m) = sin & cos. m 4- sin m cos k 
sin ( fe 4~ 3m ) = sin A cos 3m -f" sin 3m cos k, " 

\ ■ • ■ V.! ■ .■ etci ■•..•'.-. • • - - X . .T. 



• ■— — » ' -; 



^)t)ntant et dbèérrànt que la sôinmé ^es! cbefficieiùritàBErt'de 



j 



. . ET PROBLÈMES. a55 

sin^que de cos k, estliulle d'après les formule» (Y) et (Z), 



on aura 






sin ( A +m) -f- sin ( ft + Sm ) + sin (ft + 5/n ) + etc. = o , 
• ) 

et de mémç 

■ ■• '»w.« 'I •" j_ •,.■1' 

cos(fc+''*)+cos (fe+3m) +'W53(ft^5/n) .•7Keti3,!3??p5:i 

Si l'on fait k/^'m^^çj^ puis a>nb=rV ces propriétés se chan- 
ront dans Ici sûivariteà '-r-v ■ v.-» - 



sin 9 + sin ( ^ + r.) + sin ( ^ + ^r) +_etc. = o 
«08 ^'-f- c<» ^'(^ + r) +,cos (.ç i+ ^^ )-7H ^^' ^^ >' 

Et fetifiii',' SouïTes "hypothèses' 9 'î= jf -f^ éf > ^ =^ S » ^^^ '" ^®' 



I L 



<xi 



•<»» (/TVS>-îf.Ç9S'.C/7^?5)#.:Ç«*.(Jfh^S ) 1^ etc. = o...(2':). • 

Problème LXXXXI. Si dans une circonférence ABCÙ\ eth. 
dont le rcyon est R , on inscrit un polygone -rëgûUet' ^un 
nombre n de.^UjilésJsi on defiriti^uriejaiutre circonférence con-^ 
centrique d'un rayon r ^ /l , et qu'on prenne sur cette cir^ 
conférence un point K à volonté, la somme des qudftês 'dés 
disUmcesÂo-ce^pdint-û cftàcun-de^ angles 4u polygone régulier, 
sera n ( R^^-f-^x^J^, ç^est-à^ire , constante , quelle que soit la 
positiqn du point K., 

, .:Çaî: fi>fi^ï^-ç 4«yçirconfér^ÇLCes,. et ji^K, menons une^d^^ Figaag. 
indéfinie et des droites OA, OB, OC^ etCi.- à, tous les. commets 
^es angles du polygone régulier ; nous aurons ( pag. -24^ ) 

; AK:^\OA V OiCr- aOA • OK .cos AQK 



•% 



BK = OB + OK -:- ^B . OR . cos BQK 

CK*=ietG.; 

»7 



\ 
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iqoutant ; il viendra 

JÎK + BkV CK*+ etc. J 

= nk* 4. nr* — aRr ( cos AOK + cos BÔK + etc. ). 

Or en faisant Tangle au centre du polygone régulier ^f, 
et l'angle F!OK =/, ou aura 

( cos AOK + cos BOK -^ etc. ) 
= cos (/+ g) + cos (f + ag ) + etc. = 0; 

donc 



AK 4- BK + CK + etc. == nR* + nff 5=5 » ( R» + f). 

Fig.a3o^.' La proposition suivante, dépï^ontrée (.Géom. » liir- VIH., 
Prob. XXXIII )| renferme encore toute la théorie deâ quan- 
tités angulaires. 

r 

Pans tout quadrilatère inscrit au cercle ^ le produit des deux 
diagonales est égal d ta somme des produits des côtés ojh 

posés. 

On adono 

BC.ADaAB.DC + AC.'BD. ' 
Ox soient 

* « 

arcAB = fla^ arcACc=:a&, arcCDzsac^ 
arc DB = a [aTr — (a-(-6+c)], 

w désignant le quart de la circonférence dans le cercle dont 
le diamètre est =1 1 ; et qui est celui qu'oti ConHâère : on *■ 
(pag. i5o ,Lem. I*') ■ - - ^ 

AB =sin a , AC = sin & , CD = sin c 

DB = sin {a+b+c) , BC =sni (a+è) , ADas ain (b+c) ; 

substituant ces valeurs dans la relation précédente ^ on trouve 
sin (a-j-&)x sin (6-|-c) =ssm o . ùa c-f f&àb . na (a+b+c)t 



i 



ET PROBLÈMES. aS? 

fonnule qui aura lieu , quelles que soient les Taleurs des angles 
a, b et c. 

Supposons, par exemple > &4-^=^ • on aura donc 

sin (i + c ) = 1 , sin c = cos b , 
sîn (fl+J + c) = 8in(7r + fl) = cos À ; 

doncla forpiule précédente deviendra 

ttn (a-f»^) :=8i]iacos b -^ ànb cos a. 
Suppos6^s ^ •= 9r' 5 nou9 \aurons . .. 

sini=s 1 ,' 'sin ('a + i)=:cos a , sin (6 + c) =3C03 c , 
' ttn (fl-f- S -fr c) = COS (a -f-cj; 

donc la même formule deviendra 

.fcôs (.tf + c) = ces a cos c — sîii a sin c. 
De ces deux forn^ules on dédnit > tn changeant c en -— <; , 

» . . .- ' 

shi ( b'— ft ) = sin a.cch b — sin fc cos a 

*cos ( a'-^- c ) î= cos a côâ c + sîn a sin c. 

^ ■ ■> ■ " ' " > " ' 

-,-..-•..■ ••...■ 

Supposons czr:''^ a f nous aurons 

sin c = — - sin a , sin ( i + c^) =; sin ( ^ t-* a ) , » 
*^ ( a + 6 -|- c) == sin 6 ; 

donc la .même formule deviendira- : . 

aîtt j[ J + À) X an ( i— ifï) =sin*i-^ sîn*a. 

Soit c = 7r — a, d'où " ^ 

1 • • • ■ ■ 
8inc=:cosa^ «iu ( ^ '4"^ ) =rr ÇPS (fl-r^)> 

sin (a + i^ + c) = cos i. 

et * 

sin(a-^jr) XÇos(a*— &)=sina.cosa+sin& • cos V 
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Problème LXXXXII. Tracer une figure qui représente les 
principaux rapports existons entre les sinus et cosinus dé deux 
angles proposés , les sinus et cosinus tant de leur somme que ds 

leur différence. 

Soient m et n les deux angles proposés, jsappQS^ chacun^ 
ainsi que leur somme , moindre que la quart de la circonfé- 
rence. Soit de plus m'^n et nommons w Tan^ droit. 

Traçons i Toloaté nne'drûlte AD ; faîsonrd^im' eôté de cette 
droite l'angle BAD = m , et de Tantre l'angle CAD = a. Par 
Fig.a3i. un point E pris à volonté sur AD , ntendiis SC qui lai soit 
perpendiculaire ; inscrivons, le iiiangle ABC; dans un cercle 
dont le diamètre sera pris pour unité ; vç^eniçfif enfin les deux 
cordes BD, CD , et prenons'^ = CE, ÉÎÏ=DE. Il s'apt 
de prouver qu'on aura :...-. ..jr. •,•.; 

ABr=rcosn^ AC=cosiHy BD=9ffia/i ôCD t=iànn. 

BC = râ(m4- A)==iia mcosjt^^.snKCoè.m-;^ - 
AD = cos(m— 9) =cos^m çop n +^mùii n. 

BF ou BE---EC==ân (ni^i%)==8in iiu:o9)^-:r:finnoo8m. 

AH ou AE— >DE=:cos(7it-f*n) = cos?ncosn-»8inm siniK 

■•'■■-''■ 
BE=:isin(m+7i)+^8in (m — n3=sinmcosn 

CE i= i siri ( m + ri) — ^ j'sîn' ( m — n)= ain n cos m 

AE = i cos ( m — ri y+^cos (m + n ) = cos m cos n 

DE =^cos(m — n)— i cos (m + n)= mm sin n. 

ADx AH=£08(7n*---ii)G08(7?i-f-n)±E:co6*/n^^ — 8in*m 

BCx BF=sin (m-f-^) sin (tji— 71)== sin^/i^— sin*iîu==cos*ii— <cos^n 

AB + DC = sin*i» '+ cos^A .s± 1 - 

___ '- - ,•'■■■', - - • •* * 

AC + Bl^ ^= sin*in.-f. cos^Tii = 1 " 
Al"îf. BÊ* 4. CÊ*+ DE* = 1. 

En effet, le diamètre étant représenté par 1 , chacniMles an^ei 
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t leur sommet à la circoûférencc , a (pag. i5o /lem. P') - 
inus la corde sur laquelle il est. appuyé. Donc d*abord 

BD = sin.m, CD lin sin n. 

is , chacun des angles BEA , CEA étant droit par cons- * 
»n y l'angle ABC est complément de m ^ et ACB com- 
Qt de "71 ; ensôrte que ' 

AB = cos n , AC = cos m , 

r la même raison , BAC étant tîi -f- » , on a ^ 

'.' - * ■■•.•. • - - 

BC = 8În {yn -|- 7i). 

e ABD=ABC4-CBD ; or ABC ou son égal ABE=w-— t» 
D = » ;• donc: ABD est ^ — -m -f- n ou le complément 
— 71 ; et conséquemment , • . 

AD == cos ( m -— rt). 

ions la droite AF prolongée jusqu'à la circonférence en 
irons BG : puisque , par construction ^ £F:^£C> on aura 

GAD==DAC=n; 

BAG 3= 771 — 71 et BG = sin (771 — tiV: ■• 

triangle BGF étant isoscèle% parce que l'angle BFG 
C = ACB = FGB, on a BF = BG; donc 

BF=;sin (771-»- 7i). . , 

ouyera de même que 

AH = cos ( 771 + 71 ). 

^ ■ • - 

mxM âeS'.^eiuc segoiens B£ -f CE ^=^ BC ^ sin ( tt» -^.ny , 



aà6à THÉORÈMES 

et lefar différence BE-^C£ = BE—CF=:BFs=:iuii (iip-n). 
Dodo lê j^os grand Mgm^nt ' 

et le plut. petit. 

'CE h± ^ sin (in-|- n ) — X nn ( 7n— Il ). 
On trouvera de la même manière que 

A£s=:-i C08 (m— n) + ico8 (m + i» 

DE =s 7 008 (m •— n ) — - ^ C08 ( m -|« it ). 

« 

Puisque BCsBE-f CE , ÀF =BE— - CE^onaura 






BCxBF.==Bë —CE; 
mais le triante rectangle ÂBE donne 

* 

!£*=;= AB*— Ae', 

■.■■'. 

et le triani^ÀÇE^ anaai. rectangle » donne.... : 

— > .— ^» «r— * 

CE àz AC — *AE ; 

dpnc 

BCxBF=Âfe ' — AC ==c68*h--K:os*m==:8in(in4-n)nn(fiiF---?i) 

-, m!..,,,.: .. . =ainVn'-^8in*n. '.c^i ■' . 

On trouvera dé'ïnémè 

ADX AHssr cos'm — iin*n=:G6s(ni— n) co8 (m + n) 

=z= cos*ii — sia'm. 

L*angle AEB est droit , et d'ailleurs il a pour mesure la moi* 
tié de la somme des arcs AMB+CD; donc l'arc AMB+ CD est 
la mditié de la circonférence ; donc la somme dès qoairés 



- ' ,« 
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des deux cordes AB , DG est égale au quarré du diamètre i 
donc 

AB* + DC*= sin^/i + coa»n = 1 
•t pareiUement 

AC -f* BD = 8În*m+ coa^= 1. 

Puisque !• triaugle rectangle ABE donne AB = A£ + BE , 

et k triangk DOS > aussi tecUm^e , donne DC :^ C£ + D£^ 
on aura par l'addition 

AB + DC*= 1 = ÂÊ'+ BÊ + CÊ*+ DE* 

r>*un autre côté , le triangle rectangle AEB donne 

AB ou cosn: BE :: I : sinjn; 
donc 

B£ 3= sin m cos n , 

€t de même on trouvera 

CE = sih n cos m 

AE = cos m cos n ^ 

DE = sin Tff sin n. 

• • » ■ 

Enfin ajoutant ensemble les deux premières de ces égalités ; 
on ^ 

BE + CE = BC =sîû(m-4-n)=i=sinm cos n + sinn côs m , 

et retranchant la seconde de la première , on trouve 

BE — CE=:BF = 8În(m— -n) =sin mcosn— ^sînncos m; 

si Ton ajoute la troisième à la quatrième^ il Tient 

AE + DE=AD=cos (^m^-^n) = cos mcosn+sin msinn; 

et si l'on retranche au contraire (a quatrième de la troisième ; 
on a 

AE—* DE zs, AH z= cos (m -f" n) ^= cos m cos n— - sin m sin n^ 
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Nous retrouvons donc encore Se cette manière les formtti»' 

fondameatales de la Trigonométrie. 

Voyez encore , sur ce poi'nt , l'ouTrage de M," Camot , ayant 
pour titre : De la Corrélation des figures de Géométrie. 

Problème LXXXXHI. Cimntdssant trois des- cinq parties 
d'utitrian^le , construire géométriquement le triangle. 

Comme aans un triangle , le troisième angle est connu lor»- 
qa'aà bdniialt' les àenit avtiet:,,- i\ s'ensuit qu'on n'a réelle-^ 
ment à considérer que cinq parties , savoir, deuic apglei et 
trQiscôtéir. . . 

On obseryeraqae li le ^nangle à cûBstruire eit rectangle, la 
connaissance de deux parties suHit. 

Si l'on désigne les angles' par A , B ,' G , et les côtés ôppo- 
Bésparci,&, c, U faudra coitst^re, l'. -le triangle ABC tbo- 
tangU en B , connaissant , 

l". a et c, c'est-à-dire, les. deux £6iésde,r angle droit; 

s.", b et a IhypotéausB et -un c6té de tangh 

■ àroit-i _;:;" - 

3°- A et A. ........... . l'hypoténuse et un angle aigu: 

4^. A'etc,'.' .',',■ unangUaigu et lé côté'de l'angle 

droit, adjacentà cet angle aigu ■^ 

5°. A et a . .■- .■■ un.angle aigu et le côté del'aaglê 

droit opposé à cet angle aigu. 

3°. Le triaagle obliquangle , connaissant , 

A, C,b, ç'est-àrdite , deuif.^apgles et le cô^épompris; 
A, C, c deux angles et le cÔté'oppôsé à tua 

a , c j A ■'■'•■•>■'■ ■ deux côtés et tangle opposé à tan I 

Q,Â, C deux câtés et l'aitgU compris ; 1 

a ,b ,c les troii tàtêi, l 
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•Il ne peut y avoir lieii à difficultés qu'à l'égard de cette ques- 
tion : Connaissant deux côtés a , c et l'angle A opposé à l'im . 
d'eujç^y construire le triangle. On mènera deux lignes indéfinies 
XE ,.AY sous Tanglë conhU YAZ } on portera c de A en B ; on Fig.aSa. 
décrira 3e B , comme centre , avec le rayon a , un arc ; lors- 
que cet arc coupera la ligne indéfinie XZ , le triangle sera 
construit. -Mais les grandeurs relatives des données a , c ejt A 
offrent des circonstances qu'il importe d'analyser. 

P"^ cas. L'angle A est aigu et égal à l'angle BAZ : si du point 
B on mène sur XZ la perpendiculaire BP , on peut avoir l'untt 
de ces relations : 



i**.a<c 
a<BP 



z'^,a<^c 
a=BP 



a>BP 



5*. a><î 
a>BP. 



3*. a<c 
a>BP 

Sous la première , le triangle est impossible ; sous la seconde , 
le triangle est rectangle ; sous la troisième ^ on a les deux 
triangles ABC , ABC , et l'angle AC'B a pour supplément 
Tàngle BC'G'ou son égal BCA; sous la quatrième > on aJ» 
triangle isoscèle ABC'*, et sous la cinquième, on ne peut 
avoir que le triangle ^AC^ le seul qui contienne l'angle 
aigu A. .rf. 

//' cas. L'angle A fst obtus et. égal à BAX ; alors l'angle ' 
inconnu C est nécessairement aigu , et' on doit avoir A. ^ C, 
et conséquemment le côté a opposé à l'angle connu A ^ doit 
être. ^IhS' grand que le côté c ; autrement le triangle ne poiv- 
rait ead;ster...On. voit facilement qu'alors le triangle BAQ est ^m' 
seul possible. 

^péff^alement 01^, P^ut;. construire un triangle , lorsqu'on -con- 
naît trois relations exprimées d'une manière quelconque entre . 
les angles et le& eûtes : on en a vu des exemples (Probl. YI ^ 
VÛ^;l ... .XI dé ce Recueil ). 



Elèves pourront s^exercer à la résolution des ques- 
lîvantes : 
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Cottstruîre un triangle, connaissant deux eStés et îa Ugi» 
^ui divise taagle samjnis en deuxparties égales. 

Construire un triangle , connaissant deux côtés et la lignf 
qui , partant du sommet de Vangîe compris par les côtés don- 
nés , divise le troisième côté en parties tjui soient :: m : n. 

Construire un triangle , comtaiisant un angle , un des côtéi 
adjacens , et la somme ou la différence des deux outra 
côtés. 

Construire un triangle, connaissant sa base , la somme ff 
et la différence D* des quarrés des deux autres côtés. 

Construire un triangle, connaissant sa base, sa surfaoe et 
t angle au sommet. 

Construireun triangle, connaissant sa hase ,t angle au sonn- 
met et le rapport m : n des deux autres côtés. 

Construire un triangle , connaissant un angle , la somme dit 
eôtés <jui le comprennent , et la perpendiculaire menée du sonn- 
met de langle connu sur le côté opposé. 

Construire un triangle, connaissant un côté , un des angles 
mdjacens et la perpendiculaire menée du sommet de cet angle 
sur le côté opposé. * 

Construire un triangle , connaissant sa surface et deux de 
ses angles. 

Construireun triangle rectangle , connaissant la perpendia^ 
Idire menée du sommet de l'angle droit sur F hypoténuse , et la 
diff'érence des côtés de l'angle droU. 

■ProBIème LXXXXTV. Démontrer géométriquement la 
formule 



s= /pep-")(p-i>)Cp-c), 

S étant ta surface d'un triangle quelconque, », b, e * 
calés et p la demi-somme de ces côtés. 
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Soit ABC le triangle proposé;* si Ton tire Tes droites AO, f ig.a3s; 
BG qui divisent également les angles BAC, ABC, et que du 
point O où ces droites se coupent, on mène des perpendi- 
culaires OP , OF, OP" sur lès côtés du triangle , on aura 
OP = OP'=OP^ BP = BF, €^=0^, AP = AP'. 
Après avoir prolongé les côtés BA , BC , si l'on prend 

AD = CP' = CP*, 

et iqu*ayant mené par D une {Perpendiculaire sur BD^ terminée 
en K par la ligne BO prolongée , on fasse 

CM=:CN=DR=AP'=AP , d'où AM=:CF=CF==AD , 

et qu'on tire les droites KN, KC» KM, KA, KR et CO, 

on aura 

S = surf OBC + surf OBA + surf OAG 
= iBC X OP" +i BAXOP -f-i AGX OP'. 
ou 



Or 



S = Op(BC + BA+ACy.^^p^^ 



2p= AB + AC+BC= (BP+P A)+(AF+P'C)+(BP^+P^Ç) 
= (BP+BF) + (AP+ AP') + (CF-f CF) 
z= aCBP+AP+CF) = a(BP4-AP+AD) == aBD ; 

donc . ' . . - 

p = BD et S=:0PXBD. 

Les triangles semblables BPO, BDK donnent 

BP : PO :: bd .: dk; 

mû 

BD : fiD :: po : pO; 

donc - 

BPxBB : FOX BD :: Bi) x PO : dkx po , 
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tt cons&piemiiient 

BPxBD : S :: S : DKxPO , d'où S*=BDxBPxtfKxPO. 

Or 

BN =8^+01^+ CN = feP+AD + AP = BD; . 

donc les triangles BKN« BKD sont égaux , en observant qns 
la ligne BK divise également l'angle DBN : ainsi l'angle 
KNB est droit comme l'angle KDB, et KNsKD; mm 
CN=DR, par construction; donc les deux triangles rec- 
tangles KNG , KDR sont égaux^ et conséquemment KC=:KR ; 
d'aiDeurs 

, AC=AF + P'C = DR + AD = AR; 

donc les triangles KAC^ KAR sont égaux, d*où l'on con- 
clut l'égalité des^ iangles KG A, KRA du des angles KCM, 
KRD : or DR =MC, KR = KG ; donc lés triangles KRD , 
KGM sont égaux , et conséquemment l'angle GMK est droit 
comme étant éçal i KDR, et de pks KM=:KD: ainsi les 
triangles rectangle^ KAM, KAD sont égaux , et conséquem- 
ment les angles AKM , AKD le sont aussi. Dans le quadrila- 
tère ADKM , les angles en D et M étant diroits , on a 
MAD -4- DKM = 3 angles droits = MAD + MAB ; donc 
i DKM = iMAB ou DKA=PAO : les triangles rectangles 
KDA, APO sont donc semblables^ et on en tire 

po:PA ::DA:DK, d'où poxdk=paxda^ 

la valeur de S^ dèyTent donc 

a 

**» = BD X BP X PA X DA ; 

maisBD=p et PD = PA + AD=ÀF + CFiir AC=i; 
BP + AD = BP" +0^ = 80=0; donc 

BD=p, AD=BD— ABr=p-c, BP=BD— PD=p— 6; 
AP=BD — (BP + AD)=p — fl, 
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tt enfin 

S*=pCp— fc)(p— c)(/>-a), d'où S=ï/p(/7— a)(p— 6)(p— c). 

Ce problème est un des plus utiles de la Géométrie pratique , 
puisqu'il fournit le moyen d'évuuer Taire d*tin polygone quel- 
conque y sans employer d'autre instrument qu'une chaîne méh- 
trique ou le mètre lui-même; car csn mesurait les trois côtés 
de chacun des triangles dans lesquels le polygone est décom^ 
posable , la formule précédente . trouve immédiatement, son 
application. Cependant cette méthode est bejapconp plus longue 
que celle que nous exposerons bientôt. On tire encore de la 
forinulé précédente , la démonstration du théorème qui-^uit» 

» * 

Théorème LXIY. Parmi tous les triangles de même ba^e 
et de même périmètre , celui qui renferme la plus grande 
surface est le triangle .dans lequel les deux côtés variables 
sont égaux. 

En effet, si l'on désigne la base par 26 , la somme diffs 
deux, autres côtés par- am, le périipètrç .par ;»p et la sur- 
face par S, et qu'on • représente .l'un des côtés variables pjg: 
m + 2, l'autre sera toi— z, on aura donc i2p = aTO + a6. 
Ces substitutions, faites dans la formule précédente , don^ 
neront 

S = /(»i-+-^)(m--^)C.i+z)Cfi— i) = v/(to^— ^^)(è-— z«). 

Or les quantités m et & étant constantes, la surface du 
triangle sera d'autant plu^ grande que la quantité z sera 
plus petite , et le maximum de S correspondra au minimum 
de fty c'est-à-dire, à s-sQ. Donc, etc. 



. • 
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La circonférenct entière est mairtenant diyisée en épo p. / 
ties égales ou degrés , ensôrte que le quart de circonféren. / 
est de loo degrés : le degré est partagé en cent parties égale I 
qu'on nomme minutes > et la minute elle-même en i oo partie ' 
ou secondes : ainsi le nouveau degré est le centième du quart 
de circonférence , la minute en est le dix-millième , et la se- 
conde le cent-millième. Pour traduire un arc A de la nou^ 
irelle dans l'ancienne division , il faut faire la proportion 

100:90 :; A : A' = 1^ A. 

Je supposerai connue la formule du développement du sinus 
d*un arc suivant les puissances ascendantes de cet arc^ laquelle 
pour le rayon = 1 , est ( Alg. , a* sect. ) 

ein,a: = a;— 5 + - — g . g — etc....(i). 

i.a.o * 1.22.0.4.5 ^ ' 

Cette série est encore convergente pour x = 1 , c'est-à-dire 
pour l'arc égal au rayon : or la demi-circonférence ^ étant 
= 3,14159 aSSSS 8979? ^ f ^^* P^^^ ^^ raypn 1 ^ on a la 
proportion 

5,14159, etc. : <T ou 200** :: i : a?=63*, 661977237, etc : 

on pourra donc , au moyen de la série précédente , calculer en 
parties du rayon l'unité , les sinus des arcs depuis o* jusqu'à 
63^ 66' dans la circonférence divisée en 4oo parties. 

Pour faciliter l'évaluation numérique des sinus , nous po- 
serons 

sin a: = A — B + C — D + E — F + etc (a) , 

et le rapprochement des développemens (i) et (a) donnera 

A-x, BpzAHA, C=A^^B, D=:A»^C, E=A*^D,et«. 

Il suiEra donc de calculer x^ ou A^ qui sera un facteuc 
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constant dana les termes successifs : md^ d*abord il convient 
de reconnaître la loi des dénominateurs 6 , &o, 4^ , jh , etc. 
A cet effet , qu'on les écrive verticalement , et qu'on en 
prenne sur le fait les différences , puis les différences entre 
ces différences , ainsi qu'on le voit dans le tableau ci-dessous ^ 



Nombres, 


Diff. i*«'. 


Diff. a"»»'. 


6 

520 

4a 

IIO 

i56 
aïo 
etc. 


i4 
aa 

3o 

38 

46 

54 
etc. 


8 
8 
8 
8 
8 
eto. 



•t on reconnaîtra que ces dénominateurs jouissent de la pro- 
priété de donner des différences secondes constantes, ensorte 
que par des additions , on pourra prolonger indéfiniment la 
colonne de ces diviseurs. £n ajoutant , par exemple , 8 à 54 , 
on obtient 6a , différence première qni% ajoutée à aïo, donne 
97a , diviseur qui suit immédiatement aïo. 

Qu'il s'agisse maintenant d'avoir avec nefuf décimales exactes, 
le sinus de -^ tt « qu'on sait être = ^ rayon : on prendra l'arc ^ t 
avec dix décimales , et on en formera le quarré, en faisant la 
multiplication sous la condition de ne retenir que dix décimales 
dans chacun des produits partiels , ainsi qu'il suit : 
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.|V = 0,523598775s 
0,523598775s 

0,2617993878 

104719755 

1 5707963 

3617994 

471239 

41888 

3665 

367 

26 



^9r^=3= 0,2741556778 
ensuite les multiples de (| tt )* qui sont 

i-Cè^)* = 0,2741556778 
fl.(i7r)« = o,5483ii3556 
S-C^-tt)* = 0,8224670334 
' 4-(f ^)* = 1,096622711a' 
S.Qtt)* = 1,370778389© 
6.(i-7r)* = 1,64493406*68 

7-(l'^)*= 119190^97446 
S.Ci^x»)* = 2,1932454223 

S'ik'^y = 2,467401100a. 

Au moyen de cette table auxiliaire , on conclura aisément Ici 
termes successifs A , B , C , D , E , etc. , qui seront 

A = 0,5235987756 



C = 0,0003279532 
E = 0,0000000082 



— B î=5 0,023924596a] 

— D = 0;00ooo2i4o7 



+ 0,5239267370 I — 0,0239267069 

«morte qu'après la soustraction on trouve 

êin i TT = o,5qoooooooi ; 
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téiultat iBxact dans les neuf premières décimales* 

Le sinus de 1' calculé par cette série est 
sin 1' = o,oooi5 70796 5iio33 SaSSS 5ai38, etc. f 

d'ailleurs on a • 

arc 1' = 0,0001 5 7079S 32G, etc; 

Comme ces résultats s'accordent dans les douze premières de-' 
cimales , on conclut avec certitude que dè,zéro à l'^quiest^T^ 
du quart de circonférence , on peut prendre les arcs pour les 
sinus , sous Tapproximafion de douze décimales ; conséquçm- 
ment il sera permis de regarder comme- connus sin 5o" et 

sin 5" et les multiples 1 , 2, 3 9 de. ( 2 sin 5o" ) «et 

( 2 sin 5" )* dont nous allons avoir besoin et qu'on prépa- 
rera d'avance. 

Reprenons la formule connue 

sin ( a: + û )= sin a; cos ûf + sin a cos a? , 

et retranchons-en de part et d'autre sin x : nous aurons pour 
différence 

sin ( a; -f- a) — - sin a: =1: sin x cos a -+- sin a cos x — sin a? 

= cos a; sin a — sin a; ( 1 — cos a) y 

mais 1 — cos a = 2 sin* \ a ; donc 

sin ( JP+ ^) — sin 07 = sin a cos a; — 2 sin' ^ o sin x. • . • . (3).' 

On trouverait de même v 

sin a:— sin ( a: -— a ) = sin a cos a? + 2 sin* ^ a sïnx (4)» 

Retranchant (4) de (3) , puis dégageant sin (a;-f-a), on 
parvient à la formule 

sin (a;+a) = sina;+ [[sin a; — sin (a:— a)3— (a sin | a)* sina:^ 
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laquelle , par la substitritioii de x -|- a pour x, devient 

— (âsin^a)* sin (x + a) (5). 

Si pour X on écrit x— i', puis x — lo* dans la for^ 
mule (5) y et si de plus on y fait a= i'^ a= lo', on obtiens 
dFa celles-ci 

8in(x + i')=8inx4-[8inx^^"^in(x-i')3*"(^*i^5oO*8inx...(6) 

•in (x+ 1 o'')=8in x-|-Csin X— sin (x- 1 o")]— (a sîn 5*)* sin X. . .(7) 

* 

La première donnera les sinus depuis 1^ jusqu'à i^, en jfiû- 
sant succes^yement x=i', = a^=3^ etc., et on pourra 
vérifier par la série le sinus de 1^ qu'on en aura conclu : le 
calcul par la série donne 

sin i*= 0,01670 73173 ii8ao 67675 3, ctc* 

La seconde donnera les sinus de 10' en lo'^ depuis l'yxir 
qu'à 1% en y fmsant aussi x = 10^, ao*, 3o*, etc. 

On pourra donc calculer de 10'' en 10" les sinus des arcs de 
1® à a% de o? à 3*^, et ainsi de suite , lorsqu'on connaîtra ceux 
de 1*»; a% 3% etc. 

Mais lorsqu'on a déjà le sinus de i° et celui de 5o', on peut 
en faire dépendre les sinus de 2°, de 3°, etc. A cet effet, que 
dans la formule (5) on fasse a = 1% puis x = o**, =: 1% =2% 
= 3°, etc. ^ et on aura les relations suivantes 

sin 2** = sin i« + (sin i* — sin o**) + (a sin 5o')* sin i* 

sin 3* = sin a* -f (sin a» — sin 1°) + (a sin 5o'y sm 2* 

«in 4^=: sin 3<> + (sin 3° — sin a°) -f-. (a sin 5o')* «in3*- 

etc. 

Ayant donc fait le tableau des multiples du facteur constant 

( 2 sin 5o' y par les nombres i , 2 , 3 g , il ne restera plus 

qu'à effectuer des additions et des soustractions. £n c^oh 
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iant ces élémens ayec treize décimales , r^rreur , suivant 
M. Delambre , n'irait qu'à 0,00000 00000 06 sur le sin \ tt. 

Passé ce terme /c'est-à-dire ^ de § ^ à^^ ^ , l€S sinu's se 
calculeront par la formule 

8in(j9r+a) = sin(^w— a)+sina; 

qu'on déduit dea suivantes 

sin (a? -|- a) = ces a sin n? -|- sin a ces x 
sin ( J? — a ) = cos a sin a; — sin a ces xy 

en retranchant la seconde de la première, et faisant dans la 
différence 

sin ( X + a) — sin ( a; — a) = fl sin a cos x ; 

jp = 1 9r , d'où cos X = i. 

Nous reviendrons encore , par uiie autre Voie , i révaluatioiir 
de sin 1^. 

On trouve dans la Trigonométrie àt M, Legendre (pag. 547), 
cette équation 

iGx* — aox^ -f- 5x — 71» = G , 

dans laquelle x représente le sinus du cinquième de l'arc dont 

le sinus est m. Pour m = i , x= sin -f- = sin 20% et ^ dans 

cette hjrpothèse , l'une des racines de l'équation 

•ft 1 , et eh divisant Téquation par x — ^ 1 > on trouve poui^ 
fuotieitt 

iGx* -H i6x^ — 4^ — 4*4'i = o- 

If premier membre est le quarré'de 4^ 4* ^^ "~* ^ > ensorte 



■ 7. 
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que réquatîon pVécéâente d«Tient 

43^ + ax — 1=0,"' 



à'oi 



c = sin ao' 



,. — V _ 3ogoi 69943 74947." 



résultat exact dam les quinze premières décimales. La racine 
négative prise positivement, donnerait le sinus de Go". Con- 
naissant un ao° et coi ao", on en déduit ( page citée) 

wn lo- = o, 15543 4465o 4023 1 
sin 5° = 0,07845 91^957 07845 = n; 
le BÎniu de 1* sera la plus petite racine de l' équation 
1 G j* — aar' + 5j: — n = o , 

en y faisant ra = sin 5". Or en prenant pour première ap- 
proximation de la racine x=r:sin 1", la longueur de l'arc 
de 1° qui est, eu s'airêtant aux six premières décimales, 

0,015707, 

nombre que noos représenterons par a, on fera , d'après la 
méthode exposée (Alg., i"sect.) x = a+x', et l'on tron- 
Tera 

160* — aoa' + 5a — n 



a/ = — ■ 



80a* — 6o<x^ -j- 5 



et après les substitutions faites des valc 
et R, on aura 



numériques 
ai' = 0,00000 o3(73 11820 "J- 



de* 



Comme le premier chiffre.. i^gniEsatif est ^l.-«V«^" de Va 



on voit que les sept premières figures de \^ N'"* 
Bppartiaanent au simia : on aura par conâî^dr^utn^ 



i\e«^ ' 
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En faisant une opération de plus , c est-à-dire en substituant 
pour a le nombre trouvé pour x , on trouve que le premier 
chiffre significatif de or" est du seizième ordre ; d'où Top con- 
clut que la ^caleur précédente de x est exacte jusqu'-au der- 
nier chiffre. 

Passons au calcul des tangentes en parties du rayon : en 
allant de minute en minute, ou de dix en dix millièmes, on 
aura en total dix mille tangentes , dont on calculera les 5ooo 
premières en divisant le sinus par le cosinus. On déduira let 
44^0 qui suivent , de la formule 

tang f^+ a\ = 2 tang za + tang ^j— àV 

qu'on obtient en faisant zn = -r- dans celle-ci 

4 

tanff m ± tane a 
tang (mita) =-33*^ ^ 



1 zf tang m . tang a ' 



qui devient par là 

/'7F \ 1 ±: tang a . 

tang ( -- dz a ) = ^ ^ , 

° \4 J I qp tang a' 

d'où Ton déduit 

(TT , \ /tt \ A tanff a 

en observant que tang -7=1. Enfin pour avoir les 600 der- 

4 

xiièrestangenteS;Onaura recours à la série 

1 07 a? Qx'^ x'' • SX» 

frkV nr ""-* mm ....>.» ■_«■ - i — *~~PtC/ 

. X 3 3^5 33.5.7 33.5\7 3^5.7.9.11 

qui est très convergente poui; les arcs qu'on considère. Si Ton 
suppose , à l'imitation de ce qui a été fait y 

cet a? = i — B — C— aD'— E'— F^— 69 1 G — H'— V, etc. , 
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C' — i-. 

ly = !■. 



!?' = »•. !{ E' 
; B' G' = »• . riîrF' 
f C H' = i- . ^' r.» 



On a tiré de F' plutôt que de G' la valeur de H', pour ravoir 
exprimée d'une manière plus simple. Le produit F'ar* est éra- 
Iné dans le calcul de G' 

Les tangeutes intermédiaires de dix en dix lecoadei , se 
calculeront par la formule 

sin X 

tang X = . 

" cosx 

Ayant ainù de o à loo degrés, les sinus et tangentes naturels, 
c'est-à-dire éTalués en parties du rayon , on est dispensé de 
calculer les cosinas et cotangentes. Reste donc à chercher les 
logarithmes de ces nombres. 

On a trouvé (Alg. , i' sect.) 

Io6(i-x')=-aM{ix* + ix* + iJ«+etc.), 

âans laquelle M = o,434!i9 448ig o3a5i 82765 11089 , etc.; 
mais à un arc x très-petit , on peut , ainsi que nous l'avons 
reconnu plus haut par le fait , substituer son sinus (*) : donc , 
dans cette hypothèse , 

I -~xx=i — wa*x = cos*j; ; 

conséquemmast 

kg COI x^ — M{ï mfx -i-~âa*x -f- \ iia'x + etc.} . . . Ç8), 

ie trooT^e par H. Delambre, et qui donne les logarithmes 



Tii -lawi j^jP^iji- g^r^^""""'"'"" ^ ^***' propoiiiioa. 
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des cosinus des petits arcs^ ou ceux des sinui des arcs voisins do 
loo degrés. 

La formule connue 
6m(ix + îa;)=:asinf^C08^x , d'où sin^a: = ;; — J^ 

donne les logarithmes dès sinus des arcs au-dessous de 5o% 
lorsqu'on connaît ceux des sinus des arcs compris entre 5o° et 
100* : reste donc à calculer ces logarithmes. M. Ddambre^xo^ ' 
pose à cet effet la série 

log.m(x + a)=logsmx + aM{| _^.^^^^^^^^.^J 

rgîn(x-j-a)— 8inj -1» , rsin (j+o)— «in J- jh , , . 
^3 Lan (x+c) +aiaxj "^ ^Lsin (x-f a)+8m xj S^ ^^ 

qui se déduit du développement 

les ( „ + X) =log „ + .MJ^+f (ï;^)f 

en y faisant Ji=sina:, n+jp = 8in(a;+a), d o4 
a: = sin ( a: + a) — sin x. 

Pour X =5o% et a = 1*, le log sin Bi" sera donné par une 
série très-convergente : elle le sera d'autant plus que lare sera 
plus voisin de loo*, parce que la différence sin (x+a)— sinx 
va toujours en décroissant , ce dont il est bien facile de s'assurer» 
tandis qu'au contraire le dénominateur sim (x-f- a) + ^ûi x va 
toujours en augmentant. 

On a cette suite de transformations 

ain ( a? 4- g) — sin a? tane;|(j: + a— a:) tangua 

■in (x-J-a) 4-8inx tangi(a:+a + x) tang(x-|-5o) 

=tang ï a cot ( X + ^ a) , 
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en observant que 4—7 — ; ^^ "T ^^ est la différence de deus 

sm ( a? + a) + sm 07 

sinus , divisée par la somme des mêmes sinus , rapport qui est 
celui de la tangente de la demi-diitérence des arcs à la 
tangente de la demi-somme des mêmes arcs. Si Ton fait 
cette substitution dans (9) , on obtient cet autre développe- 
ment de log sin ( a; -f- a) , savoir 

{a 
tang-cot (x-f- |a) 
2 

:+| (t^B^) cot^ ^x +^) + 1 (tang^^cot^ (x +f^+ etc.} 

Plus on approche de 100*, plus les termes de cette série de- 
viennent petits et plus elle est convergente. 

La formule (5) exigeant pour chaque sinus une multipli- 
cation qui y à la vérité , est abrégée par les multiples du 
facteur constant , préparés d'avance , est plus propre à cal- 
culer ou à vérifier un sinus en particulier, qu'^à construire 
une table ; nous pensons donc qu'on ne sera pas fâché de trou- 
ver ici un aperçu des moyens employés au bureau du Cadastre , 
pour obtenir les sinus et tangentes naturels avec une approxi- 
mation qui dépasse tous les besoins. 

Considérons une suite d'angles en progressions par différence 
égales : si l'on représente 2 sin ^ a ^^^ Pf on aura cette série de 
sinus et de différences successives : 



/ 
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)ans la colonne întitulée premières différences , te trouvent 
diifére&cei entre chaque dnus et celui ^ui est immédiate^: 
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meut au-dessus : la qolonne des' deuxièmes difflérences est don- 
née par une première différence moins que celle qui est au- 
dessus : les différences troisièmes résultent de la même nia- 
nière de deux diiFérences secondes consécutives^ et ainsi de 
suite. 

Ayant donc un premier sinus ^ sin a? , par exemple , et seu- 
lement le premier terme de chacune des colonnes de difFérences, 
on peut prolonger toutes ces colonnes par des additions^ et enfin 
celle des sinus. 

Il résulte de la loi de dérivation des différences successives , 
le tableau suivant : 

+ sin (a:+ a)=-f"»ûi3: -f- pcos(a:+ia) 

"j-p cos (x+|a) = +p'cos (x^-ifl)— p* sin (x+ à)i 
— p* sin (x + 2a) = -^ p* sin (x + i a) — p^cos (a;-f-f a)f * • • W 
— p^cos (x+ |a) = — p^cos (x+îa)+p* ànXx+oay 

etc. 

Maintenant^ pour abréger^ posons 

4- p cos (a: + ^ a) = A*sin x" 

— p* sin (x + 1 a) = A*sin xl 

— p^cos (x + |û) = A^sin x/ (P} 

+ p*8in (x + aa) = A^sin x^ 

etc. 

les notations A^, A^, A^, etc. écrites en avant de sin x , devant 
rappeler les différences successives relatives à sin x. Substi- 
tuons ces abréviations dans les relations (B) , et nous auroni 

+ sin ( X + a ) = sin x + A* sin X' 
-f-p cos(x +|a) =fc A' sin x + A* sin xj 

— p* sin ( X -f- 2o ) = A* sin X + A? sin X V • • • (JO) 

— p'cos ( X +1 a ) = A'sin X -f- A* sin xj 
+ p*8Îti(x-f-3a) =A*8inx-J- A^sinx, 

etc. 



t .. 
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£nfin ^ si l'on multiplie chaque membte des équations du ta- 
bleau (D) par — p*, et qu*en place des produits des premiers 
membres par ce facteur , on écrive leurs valeurs prises dans le 
tableau (C) , on aura le suivant : 



etc. 

auquel il faut joindre cette valeur de la différence première 

A* sin X = sin a cos x -^^p^ sîn x. 

Du tableau (£) ^ on déduit cette formule générale 

A" sin X ^ — p* (A"""* sin a: + A"""* sin or) ; 

et on remarque que pour un autre sîiîut dê^ départ , on est 
obligé de calculer de nouveau une suite de différences rela- 
tives à ce [sinus : c*est ce qui a déterminé M. Legendre à 
rechercher une formule qui fasse dépendre les différences 
successives* au sinus de tout arc ^ de celles des sinus de deux 
arcs fixes qui sont zéro et le quart de la circonférence. A cet 
eff^t^ qu'on se reporte au tableau (C) , et on aura^ par le àé^ 
veloppement des premterjs membres , celui qui suit : 

A ^ sin a; =3 + P cos x cos ^ a — p sin x sin 5 a 
A* sîn X = — p* cos X sin la — p* sin x cos ia\ 

A^ sin T = — p^ cos X cos | a + p^ sin x sin | af (F). 

A * sin X =x: -f* p^ cos x sin aa + p^ sin x cos za 
. A* sitt X 3= -J- p* cos X cos I a — p^ sin x sin | a' 

etc. 

Si l'oa représente le quarjt de U cv'conférence par 1 j et 



. = o 


«=. 


A-sinQ = + pcosin 
A»sino = — p'sin i« 
A^sin o = — p'coa l'a 
A*5ino = + p* sin sa 
A^aioo^+p^coaia 
etc. 


A' sin 1 =-— p° cos la 

v'aini:^ + p^sii.i<I 
A* sin 1 — -f-p*cps za\ 

etc. 
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qu'on fasse les hypothèses x=a , x^=:i , le tableau (F) donnen 



....(G).- 



Les valeurs des difTérences d'un même ordre qui se rappor- 
tent à sin o et à sin I , dans le tableau précédent, étant les 
coefficiens de sin x et cos x dans les différences successives (F) , 
on pourra en faire les subslilutions qui donneront ces nouvelle! 
expressions des diiTérences consécutives de sin x 

A ' sin a: ^ cos x A • sin o -(- ain a: A < sin i 
A* sin a: = cos JT A" sin o + sin a: A* sin i 
A^ sin a: = cos x A' sin o -f- ain a; A^ sin i 
etc.- 

^'où résulte ce terme, général des différences 

A"sina::=co3X. A"ain o +sin ii. A"sin i , 

qui est la formule annoncée. 

Orpoura;=o et a=:o,oooi= i', ona 

A 'sin 0= ain 0,0001 , 

et pour sssi ,a^ o,cx)oi j on a 

A'sin 1 = — Ç= — »5?^S|.^()0Sa=!l — COBO.MDI.' 
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Ces deux premières différences calculées , les autres en ré- 
sultent d'après le tableau (£) , en faisant dans les formules 
qu'il contient , j; = o , puis a; = 1 : il reste donc à multiplier 
par C08 X la différence relative au sin o ^ et par sin x celle 
de même ordre , qui se rapporte à sin 1 ^ et à faire la somma 
de ces deux produits. 

Les élémens à calculer sont donc 

A*sino= sin 0,0001=0,0001 5 70796 32o33 5255S 5ai38l , etc. 
A*sin 1=1— cos 0,000 1=0,00000 00123 37006 47599 474?^ o* » ®*c« 
p*z=a (i— cos 0,000 i)=o,ooooo 002467401095198 9495o , etc. 

Si Ton éyalue les différences successives de sin o ^ tin 1 1 c'est- 
à-dire , 

A ■ avec 25 décimales. 

A» 26 

A» a8 

A^ 29 

A* 80 

A« 3a 

A' 33 

! A« 34 

A9 35, 

puis le ùnus et le cosinis d'un arc de départ^ pair exemple; 
de 0,01 du quart de circonférence avec ai décimales exactes^ 
et qu on déduise de ces élémens ^ diaprés la formule 

A* sin x=co8â^. A " sin o *-f« sin x. A'^sin 1 , 

les fiffércuces A^ sinx, A*sin x. . . . ^ Adsinx, on aura par 
de simples additions et soustractions de ces différences, indi'- 
quées par le tableau (Â) , les sinus de 0,01 à 0,02 , de dix en 
dix millièmes avec ai décimales exactes. Arrivé à 0,02, on 
en calcqlefa le sinus et le cosinus , à priori , puis les neuf dif- 
ftrtnoes correspondantes , et on interpolera de la même ma^ 
uèiiiia|:«e«t«&tt8 de o^oa à o^oS , et aiA?i de suite. 
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Pour les tangentes , les différences ne se présentent pas sont 
une forme aussi commode : d'ailleurs elles se déduisent si faci- 
• lement des sinus et cosinus, au moins dans la digression deo à 
0,5 , comme nous Tavons dit plus haut^ qu*il est inutile de re- 
courir à d'autres formules. 

C'est par ces procédés et d'autres qui leur sont analogues , 
mais qui ne peuvent trouver place ici , qu'ont été calculées dans 
les bureaux du Cadastre , les grandes tables des sinus et tangentes 
naturels avec aa décimales exactes , ainsi que les logarithmes 
. des nombres , travail dont j'ai consigné l'annonce dans le dis- 
cours préliminaire .qui accompagne celles de Collet, Dans 1« 
rapport fait à l'institut, MM. Lagrange, LaplcLce et Delambre 
disent de ces tables , quelles sont le monument de calcul le 
plus vaste et le plus imposant qui ait jamais été exécuté ou 
même con^'u. Un des grands avantages de l'emploi de ces mé« 
thodes , était de pouvoir mettre en œuvrç à la fois un nombre 
indéfini de calculateurs de la plupart desquels on ne pouvait 
attendre d'autres connaissances que celle de l'addition et de la 
soustraction. L'impression de ce grand travail a été suspendue 
par différentes raisons ; mais , ajoutent les Géomètres chargés 
de ce rapport , a espérons que , dans des temps de paix et de 
bonheur , un Gouvernement , ami des sciences et des arts , or- 
donnera l'achèvement d*un ouvrage qui doit être désiré de tous 
ceux qui cultivent les sciences mathématiques, n Un tel vœu 
émis par les premiers Géomètres , est pour moi une raison de 
plus de me féliciter d'avoir coopéré à ce grand œuvre dont 
la publication serait pour tous les collaborateurs l'indemuiti 
la plus flatteuse et la plus réelle. Nous terminerons en recom- 
mandant la lecture des discours qui se trouvent en tête des 
tables de Callet et de celles de Borda , revues , augmentées 
et publiées par Mi Delambre, . 
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Sur la Trigonométrie sphérique. 



Théorème LXV. Les sinus des angles sont proportion^ 
nels aux côtés opposés à ces angles. 

Soient ABA'B', BCB'C, ACA'C trois^ grands cercles de IaFig.a34. 
sphère dont le centre est en O ; si Ton joint le point O aux 
point» A, B, C par des droites AO , CO , BO, on formera 
une pjrramide triangulaire OACB dont les angles entre les 
faces sont les mêmes que ceux du triangle sphérique ABC ; 
car , par exemple, Tangle en B est celui de deux tangentes 
en B aux arcs BA, BC ; Tangle entre ces tangentes est visi- 
blement Tangle d'inclinaison de la face COB sur la face AOB.' 
Les angles entre les arêtes , savoir, COB, COA, AOB sont 
mesurés par les arcs CB , AC , AB du triangle sphérique. 
Nous désignerons ces arcs par a, ft , c , et les angles entre les 
faces , savoir , entre COA et BOA , BOC et BOA , COA et 
COB qui sont BAC, ÇBA, ACÇ, par A, B , C; ensorte que ' 
les angles A , B , C entre les faces , soient opposés aux angles 
a / 6 , c entre les arêtes. 

Supposons la pyramide OACB développée sur le^ plan de F'g-'^S 
la face AOB , et construisons en DEG l'angle A opposé à la 
face a , et en D'FG l'angle B opposé à la face b , et prenant 
OC =: OC pour le rayon des tables, on aura 

DG : sin DEG :: ED ou CE : i 
D'G : sinD'FG :: D'F ou FC : i; 

donc , en observant que CE = sin 6 , FC'= sin a , et que , 
par construction , DG = D'G , on a 

sin A sin 6 == sin B sin a; 



ago . 

d'où l'on déduit 
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(A). 



(i), . . .sin A t sin B H sîn a l sin b 
On trouverait de même 

(2).... sin A : sÎD C II sin a l sin c| 

(3) .... sin B : sin C : : sin 6 ! sin c 

Donc les sinus des angles sont proportionnels aux côtés 
opposés 

Théorème LXVI. a , b , c étant toujours tes côtés d'un 
triangle spherique , ji l'angle opposé au côté a, en a l'ana-' 
logie 

cos a := C08 b cos c -f- sîn 6 sin c cos A. 

Fig,a35« Menant les droites GH , £K Tune parallèle et Tautre per- 
pendiculaire à OF y on aura 



Or 



OK ; 


: OE :: 


GH ; 


: EG :: 


EG ; 


: ED :: 



OF z= cos a = OK + KF = OK + GH. 



cos c Z i ', tfoù OK == cos b coé c. 

. * > d'où GH = sin i sin c coa A ; 
cos A : ij ' 



donc 



(4) . . . cos a == cos b cos c -f* sin ^ sin c cos A 
et de même 

I • • • 'C^)' 

(5). . .cos b = cos a cos c + sm a sm c cos Bl 
(6) . . . cos c = cos a cos i -f- sin a sin b cos C 

Corollaire J'^ Les faces de la pyramide supplémentaire , 
c'est-à-dire les angles entre les arêtes , sont (Réc, Théor. LII^ 
pag 220 ) TT — -'A, TT — B, TT — C y TT étant la demi-circon- 
férence : les cosipus sont — cos A , — cos B , — cos C ^ l'angle 
opposé à la face 'tf — A est ^r — a dont le cosinus est 
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«^ côs a. Donc , potir cette pyramide supplémentaire ^ les 
équations (4) , (5) et (S) deviendraient • 

(7) . , .— COS A = COS B COS C — sin B sin C cos a\ 

(8) . . .-— COS B = COS A cos C — sin A sin C cos ftV . . . (C). 

(9) • • •"" cos C =cos A cos B — sin A sin B cos c^ 

Corollaire II, La valeur de cos c , donnée par l'équation (6) , 
étant substituée dans Téquation (4).> donne la suivante 

cos a = cos a cos*i + sîû a sin i cos b cos C + sin b sin c cos A , 

laquelle , à cause de cos^ft r:^ 1 — sin*6 et du facteur commun 
sin h , devient 

cos a sin 6 =: sin a cos b cos C -f~ sin c cos A. 

Prenant dans Téquation (2) pouf sin c sa valeur 

sin c = — : — ' — - et la substituant dans la dernière équation, 
sm A 

on trouve 

(10) . . .cot a sin 6 = cot A sin C -f" cos b cos C 

et par analogie 

(11). . .cot a sin c = cot A sin B + cos c cos Bl 

(12). . .cot b sin a\= cot B sin C + cos a cos C/ ^ ^' 

(i3). . .cot 6 sin c = cot B sin A + cos .c cos A] 

(i4). • .cot c sin a = dbt C sin B + cos a cos B 

(i5)...cot c sin & =; cot C sin A + cos b cos A 

• • ■■ . 

L*ensemble de ces équations comprend la solution de toute» 
les questions de trigonométrie sphérique , car elles donnent les- 
quatre relations simples qui existent entre les six élémens du 
triangle sphérique. 

Le système (A) donne la relation entre deux côtés et deux 
angles -opposés à ces côtés. 



1 



X 
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Le système (B) donne la relation entre les trois côtés et 

un angle. 

Le système (C) entre trois angles et un côté. 

Le .«T^stème (D) entre deux côtés et deux angles dont Tan est 
opposé et l'autre adjacent au même côté donnée 

Lorsque le triangle sphérique est rectangle^ un des angles , 
l'angle A y par exemple , est droit , et les premières équations 
des systèmes (A) , (B), (C) et (D) deviennent 

, e\ • *'° * 

(loj sm a = —. — =. 

^ ' sm ff 

(17) cos a = cos b cos cy v.(E), 

(18) cos a = cot B cot C[ 

(19) cot a = cot b cos C 

Lorsque l'angle C est droit , les premières équations dei 
systèmes (C) et (D) donnent 

(20) cos A = sin B cos a | „. 

(21) cot A = cot a sin b) ^ 

Les six équations (E) et (F) donnent directement la so- 
lution de tous les cas des triangles sphériques rectangles^ et 
comme elles §ont sous une forme commode pour l'emploi des 
logarithmes , on s'en sert communément dans la trigonométrie, 
en décomposant tous les triangles ffn triangles rectangles par 
l'abaitsement d'une perpen4iculaire. 

Nous renverrons, pour le surplus, au n® 8 de la Correspond 
dance sur l'Ecole Impériale Polytechnique , dont nous avons 
extrait ce qui précède. 

Il sera bon de montrer l'identité des priscipes qui servent 
de base à la Trigonométrie rectiligne et à la Trigonométrie 
sphérique. 

Fig.a36. Soient AD la tangente et OD la sécante de Tare AB; soient 



» 
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AE la tangente et OE la sécante de l'arc AC. Si Ton désigne 
par a, b f c les côtés BC , AB , AC du triangle sphérique cons- 
truit sur' la surface d'une sphère dont le centre est O, et 
par A^ B, C les angles opposés à ces côtés, le triangle rec- 
tiligne ADE dont nous représenterons le côté DE par x , 
donnera 

x^ = tang'& -f- tang'c r — 2 tang b tang c cos A ; 

le triangle ODE donnera de même 

a?* = séc^b + séc'c — 2 séc . b séc c cos a ; 

soustrayant la seconde équation de la première , et obser- 
vant que séc^ô — tang*6 = 1 , on aura , réduction faite , 

+ sîri b . sîn c . cos a 
; cos A T = o » 
cos o cos c cos . cos c 

er"par conséquent 

cos a = cos b cos c -|- sin 6 sîn c cos A 
cos b = cos a cos c -|- sin a sin c cos B 
cos c = cos a cos b 'j- sin a sin b cos C 

La combinaison de ces trois équations donne la résolution de 
tous les cas possibles des triangles sphériques. 

Si de la première de ces trois équations , on tire la valeur 
de cos A et qu'on l'introduise dans sin*A= 1 — cos*A , on aura, 
après les réductions , 

t/f 1 — cos*a — cos'J — cos*c+2 cosa cos J cos c) 

iinA=imoX'^^-^^T ^— z — = î 

sina.sm6.smc 

Si Ton déogîA par M le facteur de sin a , lequel est symé- 
trique an lAoyen des sinus et cosinus des côtés a , b , c , on 
ponm écrire 

flln A = M sin o^ (1); 




■ 
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les deux dernières équations («) donneront par un calcid 
semblable 

sin B = M sin b (a) 

sin C = M sin c (3). 

On conclut de ces trois relations que les sinus des angles d'oa 
triangle sphérique , sont proportionnels anx sinus des côtés 
opposés ^ propriété trouvée plus haut par une autre voie» 

Des équations («) ^ on tire 

cos a — cos b cos c 



cos A = 



sin b sin c 



_ cos b — cos a cos et ,^ 

cos B = -: -: > (C). 

sm a sin c 
^ cos c — cos a cos il 

cos c = : r— T 

Sin a sin ^ 

Si entre les première et troisième équations (*), on élimine 
cos c^on aura 

cos A sin c + cos C sin a cos b = cos a sin i • . . (4) ; 
mais, d*après les équations (i) , (a) et (3) , on a 

sinC 
sm c := sm a -. — - ; 

smA 
donc 

cot A sin C + cos C cos 6 = cot û sin i ; 
d*ailleurs 

^ . , sm b fin B 

cot a sm == cos a —. =cosa. ^ ; 

sm a sinA* 

donc réquation (4) deviendra 

cos A sin C = cos a sin B — sia A cos C cos i. ... (5) ; 
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on trouvera pareillement 

cos B sia C = cos b sin A -^ sin B cos C cos a. . • .(6);) 
Eliminant cos b entre (5) et (6), on obtiendra 
cos A = cos a sin B sin C — cos B cos C 
et de même 



cos B = cos b sin A sin C — cos A cos C) 
cos C = cos c sin A sin B — cos A cos B 



••-(>)• 



qui sont les relations (C) trouvées (pag. agi ). 

Il est remarquable que le système ÇC) se déduit de («); 
et réciproquement , en écrivant A , B , C au lieu de a , A , c > 
et vice versa , les cosinus étant affectés du signe négatif. 

Voyez pour les détails, les Traités de Trigonométrie de 
MM. Legendre et Lacroix , et un beau Mémoire de Tillustro 
Lagramge (sixième numéro du Journal de V Ecole Polytech^', 
nique^. 

De la Poljrgonométrie et de la Poljédrométrie.' 

On entend par polygonométrie > Tartde déterminer, dans un 
polygone rectiligne quelconque, plusieurs de «es parties à Taida 
de celles qui sont connues. Pour effectuer de telles opérations, 
il faut dono , comme pour les triangles , connaître les diverses 
relations qui existent entre les côtés et les angles d*un poly- 
gone. Les premiers essais en ce genre sont dus à Lambert^ 
mais ce grand Géomètre ne s'occupa que des quadrilatères » 
et encore se borna-t-il à indiquer la marché à suivre pour 
former une tétragonométrie complette. Après lui d'autres 
aavans étendirent cette théorie , entre autres Lexell , dans 
deux excellentes dissertations insérées dans les 19 et 120* vo- 
lumes des Mémoires de Pétersbourg, Messieurs Lhuilier de 
Genève et Carnot ont enrichi cette matière dt leurs proprei 
découvertes. 
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La polyédrométrie est aux polyèdres ce qa*est la poljrgcH 
nométrie aax polygones : cette partie de la géométrie des 
Bolides dans laqueUe on considère les diverses relations entre 
les angles dièdres et leurs £aces , est encore trop peu avancée 
ponr former une doctrine complète. Nous nous bornerons , à 
l'égard de ces deux branches de la géométrie ^ à faire con- 
naître les propositions les plus intéressantes et les théorèmes 
les plus élégans. 

Théorème LXVII. Dans tout polygone plan , chaque côté 
est égal à la somme de tous les autres multipliés chacun par 
le cosinus de F angle quil forme avec le premier. 

— . , Ce théorème est évident à l'inspection de la Egure ; car dans 
le quadrilatère ABCD ^ la base AB est égale à la somme des 
segmens Ad ^ de ^ cB , et chacun de ces segmens est égal à 
l'bypotcnuse d'un triangle rectangle , multipliée par le cosinus 
de Tangle que fait cette hypoténuse avec AB. 

Posant donc AB = a , BC — 6 , CD= c , DA= d , et dé- 
signant par ( a , À ) Tangle de AB avec BC on de a avec h , 
par {a ^ c) l'angle de AB avec CD ou de a aveoc, par (a,<2) 
l'angle de AB avec AD ou de a avec d , on aura 

a=: b cos (^a y b^ -j- c ces (a, c) + d cos (a, rf). 

Cette proposition qui sert de base à la théorie dont il s'agit, 
n'est pas restreinte aux polygones plans , comme !l est aisé de 
le démontrer , et Ton conçoit qu'elle s'étend à un polygone d'un 
Nombre quelconque de côtés. 

Théorème LXVIII. Dans tout polygone , la somme des 

. côtés multipliés chacun par le cosinus de t angle que forme 

sa direction prise dans le se nu du périmètre , avec une droite 

quelconque tracée à volonté dans le plan de ce polygone , est 

égale à zéro, 

Fig.oSS. ^^^^ -^^ ^^ droite à laquelle on rapporte tous les côtés du 
polygone ADCB , et nommons x cette droite indéilnie , oa 
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■lara , en vertu du théorème précédent ^ et en faisant usage de 
la notation adoptée , 

Ab =6 cos (6, ir) + c cos (,c , x) ^i" dco$ (rf, a:). 

E>'un autre côté^ le triangle rectangle ABb donne 

Àb= a cos BAX ; 
donc 

c^ cos BAX = 6 cos (ft , x) + c cos (c , a;) + cîcos (rf,*x)J 

^ais pn sait que cos ( 200''— s) = — cos z , donc 

cos BAX = — cos BAX' = — cos (a , x) ; 
donc 

a cos (a , x) -J- 6 cos (A > x) + c cos (c, x) 4- ^ cos (d, x) =0; 

Remarque. 

l Les angles («î, a:) , (c , a:) , (i, a; ) , (a , ac) sont les mêmes 
que les angles (c?, 6) , (^c , à) ^ (i , c) du théorème précédent , 
• dans lequel le côté AB tenait lieu de Taxe AX; et au lieu de 
Tangle (a , a:) = BAX qui serait nul dans le théorème cité, et 
dont le cosinus serait l'unité , on prend ici Taugle supplémen- 
taire dont le cosinus est le même y à la différence du signe. 

Théorème LXIX. Dans tout polygone , le quatre d'un 
côté quelconque est égal a la somme des quarrés de tous les F,v.a3Q. 
autres côtés , moins deux fois les produits de tous ces autres 
côtés multipliés deux à deux et par le cosinus de l'angle 
quils comprennent, ^ 

Posons toujours AB = a , BC = b ^ CD = c, DA = J. . . ., 
on aura , par le théorème LXVII , 

(1). . . .a = b cos (a, i) + c cos (a, c) -{" ^ cos (c, d) 
(3) ... .6 = a cos (è , a) + c cos (i, c) + rf cos (b , d) 
(3) . . , ,c z=z a cos (c y a^ -^ b cos (c , 6) -}- d cos (c , d) 
(4). • • tC^ = a cos {dj c) -}- i cos (c?, b) -^ c cos {d , c). 
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en observant que pour passer de (i) à (a^j il ne faut 
changer dans (i) a en & et & en a ; que pour passer de (3)1 
(3) , il ne faut que changer dans (2) b en c, etrLciproquemenl 
c en ^ et ainsi des autres. 

Multipliant par a la première équation , la seconde pai 
la troisième par r , la quairitrae par d , etc. , et ôtaot la iommi 
des derniers produits du premier, il viendra 

a'=b'-^c'+ rf"+ etc. — a {ôc cos (6.c) + bd cos (b,d) 
4-c(/cos(c,rf) + etc.) 

ce qui est la prcpriélé énoncée, et on remarquera que celle di 
triangle obliquangle ( Théor. X , pag. 90 ) n'est qu'un cas pc 
ticulier de ce principe géntral. 

Pour introduire dans la formule ci-dessna les angle» 
du polygone que nous supposerous de quatre côtés , on lemat- 

(6,c):=C, ib,d-) ^C + D — aoo^, (c,d)=D; 

donc 

a''=6* + c"-f-d'4-etc. 
— 2{iccosC— 6(fcosCC+D) + cdcosD+ etc.). 

Pour le pentagone , on trouverait 

a=b'+c^+d'+é^ 
_ lbccosC — bdcoi(C + D) + ie cos (C + D +E) 
^ (+t(fcos D — ce cos (D+E) -fife cos E 

propriété qu'il sera facile d'étendre à des polygones d'un m 
quelconque de côtés. 

Théorème LXX. Le double de faire d'une Ji^ure TtA 
ligne qv al conque , est égal à la somme des produits de ses cola 
exceptéuji, multipliés deux à deux , et par le sinus des aa^ 
cju'ih comprennent. , 

Désiguoni par 6 l'aire du quadrilatère jclterché; û oa p^i9^ 
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On pourrait encore recourir à la formule 

a=4cos(a,i) + ccos ia,c) +dco8 (a,rf), 
démontrée ( Théor. LXVII , pag. 29G ). 
De ces deux formules 

b cos (a, 6) ==1 a '^ c cos (a^c) — d cos {a,d) 
6 «in (a,i) = c sin {a,c) + d sia (^a^d), 

on tire par la division 

, ,^ „ dsinA — csîn(A + D) 

tan6(û,6)= tang B = ^ ,^,,3 a + ccos (A + D) ' 

et par la même raison 

_ csinD— fesin (C +D) 
tang A — ^_^ cos D -j-b cos (C+D)* 

formule qui servirait à évaluer le troisième angle d'un quadri- 
latère^ si Ton connaissait trois de ses côtés et les angles com- 
pris entre les côtés connus. ^ 

Problème l^XXXXVI. Résoudre le pentagone ABCDE. 

Après avoir abaissé la perpendiculaire CG sur AD , on Fîg.aBo. 
trouve ces deux valeurs de CC, savoir 6 sin B et c sin (c, a) 
-f- d sin (d,a) + esin A ; ainsi 

6 sin B =2: 6 sin A »|- <2 sin (d,a)4-c sin (^Cya^. 

Or si Ton suppose les côtés DE , CD prolongés jusqu'à la ren- 
contre de BA , on trouve 

l'angle (rf , a) = A + E — tt ; 
Tangle <c , a) = A + E + D — ûtt , 

7r étant la demi-circonférence : on a donc 
isin B = e sin A — d sin ( A +E ) + c sin ( A + E + D). 
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Mais si aa lieu de calculer B , il fallait dédnire de cette 
Relation la valeur de Tangle A ; on serait obligé de développer 
les facteurs dans lesquels cet angle se trouve engagé. On aurait 
ainsi 

&sinB = esinA — JsinA cos £ — <2 cos A sin E 

+ c sin A cos (D-J-E) -j- ccos A sin (D + E), 

-et après avoir substitué pour cos A sa valeur l^i — sv^ , 
l'inconnue A serait donnée par une équation du second degré. 

Pour b= o ^\e pentagone se change en quadrilatère ^ et la 
formule précédente donne , après la division par cos A , 

dsïnE — c sin ( D + E ) 

*^^ e — rfcosE + cços (D + E)* • 

et comme alors l'angle D devient C , l'angle E devient D , e 
devient djdse change en c^ et c en 6^ on a 

_ c sinD — &6in (C + D) 
*^°S^"~rf — ccosD + Z^cos (C + D)- 

Problème LXXXXVII. Evaluer la surface d^ un polygone , 
connaissant l'un de ses côtés et les angles aux deux extrémités 
de c e côté entre ce même côté et les autres sommets du polygone. 

Il n'est pas toujours possible de mesurer tous les côtés et 
tous les angles d'un polygone ; souvent même on est réduit 
à prendre pour base unique un de ses côtés , et à déter- 
nîiîier les sommets des angles par des intersections. Nous 
allons montrer comment on peut, dans ce cas, évaluer la 
surface. 

F;ga4o. Soient ABC DE le polygone proposé*, AB = a la base 
mesurée : soient en outre les angles observés au point A 

EAB = s , DAB = i-, CAB z= y , 
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les angles observés au point B^ 

EBA = «', DBA ==: iK, CBA = y\ 



on a 



surf EAD = ^^^^^ sin EAD 



mais le triangle AEB donne 



siB ( -f- 6 ) : a :: sm §' : AE := -: 



7\ « 



sin (ff-f-è') 
le triangle DAB donne 

«u(/+J'):a::,sinJ':AD^jjA!^.- 

donc 



a' sin ë' sm 



surf. EAD =f — -r-7 — ; — TT-' — . k , »/n sîn ( f — <r)j 

a sm ( 6 + fi') sm ( ^ 4- ^) . ^ ^^ 

on trouverait 

«r Tk A j- û* êin «f' sin y . #. n x 

surf. DAC = — > rk . »/N . f — ; — Tv sin (<f — a.) 



-r ^ A Tx û sm > sm y 

surf. CAD = : — ^ — r^' 

a sm ( J' + > ) 

Par conséquent Taire cherchée est 

sin g' sin J^ sin ( s — «T ) 
sin ((?+/) sin (J+T) 

surf. AEDCB = \ a^l+ ^"f/li^''VZ^\ 

+ 8in y sin V 
sin ( jr -f- jf' )* 

Preniant lé point B pour sommet commun des triangles qui 
composeftt la surface du polygone , on parvient à 

sin y sin ^ sin (>^ ^- J^ ) 
sin(> + >')sin(J^+^')^ 

turf. ABCDE = i ^/+ '^l;?jy°^^"^7, 

sin e sin / 



"^ sin ( f + / )* 



MQ 
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TTiéorJiiie LXXI. L'aire de l'une des faces d'un polyèdn 
quelconque , est égale à la somme des aires de toutes les autres 
fices multipliées chacune par le cosinus de l'angle qu'tiU 
forme avec le plan de projection. 

Soient a ,b, c, d les aires des faces d'nn polyèdn 

quelconque ; ù l'on prend saccessivemeiit cliaeniie de ces fac» 
pour plan de projection, on aura (Théor. XXXXIV , pag. 
187) , en supposant d'abord toutei les faces pn^etées nir a 

a=s£cos (.a, b) -f-ccos (a, c) -^dcos (a, d"). , .(t), 

m supposant tontes les £acea projetées sur b , 

b = acos(^b ,0") -i-ccoa{b , c'} + dcoa(_b ,d'),. . (a); 

«n supposant toutes les faces projetées sur c, 

' c s=a C09 (,c,a') +b cos(c, &) + dcos (c, ^).. • .^, 
etc. 

Les notations (a, A) , (a, c), etc. rappellent les angles entts 
les faces a et b, a et c, etc. 

Théorème LXXII. Si ton nomme base d'un polyèdre, funs 
quelconque de ses faces , le- produit d'une face par le sinus de 
son inclinaison sur- la base, est égal à la somme des produit! 
de chacune des autres faces par le sinus de son inclinaison 
sur la base , et par le cosinus de l angle formé par les com- 
munes sections du plan de la base avec la première fdce et avec 
celle des faces restantes, qui est prise comme facteur. 

Multipliut sncouBTenteÀt lu deux membres de l'équatioa 
(t) du théorèmej ^kédeat pai les coefliciens de a dans le) 
suivantes , et ajoutw dlâcnn de ces produits aux deux mem- 
bres de l'égalité entra la somme des équatLOiu C^) > (^ > "^-1 
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oiir trouvera pour résultats indépendans de fa face o; • 

bsÏD^Ç^a^ ft)== c{cos (6, c) -f-co8(a, b) cos (a, ^^llrA^ 

+ rf{cos (i, J) +COS (a, i) cos(a, J) j j^ -^ 
\ etc. 

c sin* (a>c) = 6{cos (t,c) + ces (a, A) ces (a,c)} 1 « 

-f-<i{cos (c,cf) + cos (a,c) ces {a,d)]) ^ ^ 

etc. 
«t ainsi de suite. . « 

Maintenant . si l'on. désigne par Cuy Tangle formé par les 
deux communes intersections du plan de la base a avec cha-> 
cune dés faces 6 et c, et qu*on adopte une dénominatioa 
analogue relativement aux autres faces, on aura^ à cause de 

cos (b, c) +COS (a, b) cos (a, c)=sin (a, b) sin (a, c) cos (Cety) 

(Réc.^pag. agi , form. 7),les transformationd suivantes des 
équations (A) , (B) , etc. , 

b sin (a , ô) = c sin (a , c) cos (Ccty) + dsin (a , d) co3](Ceti^ -f" ^^c. 
csin (a,c)=isin(a,fe)cos(Cot5/7+^sin(a,d) cos(>^flt«f) + etc. 

etc. 

ce qui est Ténoncé du théorème. 

Théorème LXXIII. Dans tout polyèdre , le quarré de la 
moitié de la surface est égala la somme des produits de toutes 
les faces multipliées deux à deux^ et par le quarré du cosinus 
àe leur demir-incUnaison^ 

Si 'tprèt aivoir multiplié chacune des équations du théorème 
£XX p«r son premier membre , ou ajoute ensemble toutes 
ceeéqptations» et qu'aux deux membres de Téquation résultante 
on «joute, encore le double produit de toutes les faces prises 
immJLitm^ on: aura ^ à cause de 

1 + cos (a, J) ^ , , , . 

, ~^- — -A.-^— i = co5*Hû,i)>etc., 
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réqiuttîoa nifant* 

(i±±±l±£±*^y^ a4co.*i («, i) +flcco.«K«,c) 

m 

qui est la traduction analytique c^e l'énoncé du théorème. 

Théorème LXXIY . La somme des quarrés de toutes lesfacfis 
d'un polyèdre , est égale au dqjfible de la somme des produits de 
toutes cesfaces^ miMipUées deux û deux, et par le cosinus de 
l'angle dièdre qu'elles comprennent. 

En. effet 9 à on. multiplie les deux tuambres des équations 

du théorème LXX respectivement par a,b,c,d.é , et 

qu'on ajoute tous ces produits ; on trouvera la propriété énoncée, 
savoir : 

stsoab cos {a, b)-\-%ac cos (a,c)+%adcoÈ (a,<Q4*si6 ces (fr^c). 

Remarque. 

9 

Ainsi les polyèdres jouissent, pai;^rapport i leurs f^cesct 
aux angles qu'elles comprennent ^ de la même propriété que 
les polynômes à Tégard de kurs côtés et des angles entre ces 
côtés i Rec. de Théor. et Prob. , Théor. LXVII , LXVffl et 
LXIX). Cette remarque s'étend au théorème suivant. 

Théorème LXXY. Dans tout polyèdre, le quarré étme 
face est égal à la somjne des quarrés des autres faces, nùAts 
deux fois la somme des produits de toutes ces autres faces mul- 
tipliées deux à deux , et par le cosinus de t angle dièdre qû'elks 
comprennent. 

Opérant comme on l'a fait (pag. S97 et ag8) sur les éqoa^ 
tiens du théorème LXX , on a sur-le-champ 

a*=:6*+c*-f(i». . . .— a{iccos(&,cy+Wcos(M)+etc.}. 
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Corollaire. Ainsi ^ pour la pyramide triangulaire , on trouve 

c*=:6*+c*+d*— 2{ftccos (6,c) + 6Jco8(ft,d)+cdcos (c,d)}- 

Mais lorsqu'un des angles trièdres est formé de trois angles 
droits ; par exemple^ lorsque les faces & , c , cZsont des triangles 
rectangles , les angles dièdres (b,c) / (^b,d) ,{c,d) sont droits , 
et l'expression précédente se réduit à 

a" =: b^ + à" + d\ 

Ainsi I dans un tétraèdre rectangle, le quarré de la face 
opposé à l'angle trirectangle ^ est égal à la somrqe des quarrés 
des trois autres faces , propriété démontrée autrement ( Rec. 
de Théor. etProb. , Théor. XXXXII). ' 

Sur le le^é des Plans. 

Former la carte d'un pays de peu c^'étendue , c'est cons- 
truire sur le papier une figure semblable à celle du terrain dont 
les différentes parties sont supposées projetées sur un plan 
borizontal par des perpendiculaires abaissées de tous les objets 
sur ce plan. 

On «nomme carte topographique ou plan^ le dessin qyxl 
représente tous les détails d'une contrée ou d'un domaine. 

Quant aux cartes embrassant beaucoup d'étendue de pays , 
et n'oSFrant que les objets les plus remarquables , on les appelle 
tartes géographiques. 

Pour déterminer les positions respectives des principaux points 
d'un plan', il faut considérer ces points comme les sommets 
des angles de triangles qui , par leur enchaînement y forment 
sur le terrain un réseau .continu dans tous les sens. Ces triangles 
réunissent les coùditions les plus avantageuses y lorsqu'ils sont 
les plus grands possibles ^ qu'ils approchent le plus àe la forme 
iquilatérale , et qu'ils sont liés au moins à une ligne princi- 



•/ 
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pale eu bcse. Lorsque cette ba?>e et le* trois anz;Ies de chaqBl 
triargle 5?nt mesurt?, en a t^ns les eîeniens nrcessaires pour 
calculer de proche en proche les distances entr^ les objets , ce 
qui cor^stitue le canevas da plan. C'est en cela qae conâstexit 
les cperctioiis geod^sîijues. 

Nous ne nous arrêt eroni pas à décrire les deux instromens 
empl-^vês èr la mesure des angles , sa^cir, le grcpkomàtn qâ 
c'est plus guéres en usage que parmi les arpenteurs , et le cerck 
repetifeur de Barda , instrument précieux employé dqmis 
quelques anntces. C'est principalement dans les ^andes opé- 
rations £:êodesiques , comme celles qui ont pour ob;et la mesure 
d*un arc da méridien . ou le 1ère trigonométxîqae d*un gnmd 
Etat , que le cercle repétitecr est indispensable. ( Voyez , sur 
ce sn-et , le Traiu de Gtcde<:e de PnUsanS , et Lz base du 
Système TnelrùjL^e , p^r -V. Deîcmbrc. ) 

Lorsqu'on léTe la carte d"i:n pays . on n'est pas tociom le 
maître d? placer des ^ii;T:aux cc^mmodea pour FcdifiezTatiDn , 
tels que ceux qui s?T:t f cormes de pyramides creuses , etc. II 
£iot souvent profiter des clochers , des tours ou d'antres objets 
ëlerés qui sont les sommets des andes des triaB^es do. rêsean. 
De là la nécessité freque::te d'^bserrer à quelque distance de 
l'axe du si^al, qui es^ !e centre de la station ^ centre qui 
peut être lisible et accessible ^ ou invisible. Il faut aloxs ré- 
duire les angles obscnes au cer.tre de la station j ainsi qn^il eit 
enseigné dans les ou\ rages cites ci-desscs. 

Les az:§les ainsi recuits au centre de la statio%, se réduisent 
ensuite à Thorizon, quand ics ar^^les de pc^sition ne sont pas 
«tués dans le plan horizontal que Ton imagine passer par le 
centre de Tinstrument : la protection sur ce plan de l'angk 
incfiné , se nomme redzi^::^:i â Thcn:^^, La raison de cette 
i M i wtion est qne dans le sT^tèDe ce protection adopte peur 
v^Nrèsenter les positions respectif es des objets, on ne consi- 
dhe qoe des distances hor:z?rta!es , et qu'ainsi il ert néces- 
tù^» pour calculer scus ce p^^int ce vue les cctés des triang-es^ 
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de réduire leurs angles au plan même de ces distances. Voyer 
le Traité de Géodésie où se* trouvent des Tables qui abrègent 
considérablement ces réductions. 

Lorsque les angles des triangles de la grande chaîne sont 
réduits i l'horizon , on ajoute ceux d'un même triangle , et 
la somme que l'on obtient surpasse nécessairement deux angles 
droits y parce que les angles ajoutés sont ceux d'un triangle 
sphérique , dont les côtés très-peu courbes , à la vérité , repré- 
sentent les distances curvilignes comprises entre les verticales 
des stations (*). Ensuite l'excès dont il s'agît, et qui est en 
même temps affecté de l'erreur de l'observation y est réparti 
indistinctement par tiers sur les trois angles du triangle. Quand 
ces angles sont ainsi réduits à ne valoir que deux angles droits » 
on procède au calcul des distances en les considérant seulement 
comme des côtés de triangles rectilignes : ils sont néanmoins 
des arcs d% grand cercle de la sphère dont le rayon est le 
même que celui de la ligne géodésique ou de la base ré-- 
duite préalablement à un niveau constant , c'est-à-dire à un 
arc de grand cercle: 

Au lieu de ramener par cette voie la résolution des triangles 
sphériques à celle des triangles rectilignes y on peut ramener les 
angles horizontaux aux angles entre les cordes qui soutindent 
les arcs entre les stations : alors les triangles à calculer sont 
réellement des triangles rectilignes ; cette réduction est prati- 
. quée par quelques-Géomètres , et notamment par M. Delambre. 
Après avoir ainsi réduit tous les angles horizontaux aux angles 
entre les cordes , on résout les triangles de la chaîne à l'aide 
de la base mesurée ^ et de ce principe de trigonométrie recti- 
ligne qtie dans les triangles les sinus ^es angles sont proportion- 
nels aux côtés opposés. 

Puisque les triangles dont le canevas d'une carte est formé , 



( * ) La somme des angles de tout triangle sphériqne y est moindre que sis 
<t plus grande que deux angles droits ( Geom. , Liv. VU, Prop. XIX). 
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sont liés les uns aux autres , il s'ensuit qu'il suffit ^ i la 
rigueur , de connaître ou de mesurer un seul de leurs côtés ^ 
pour pouvoir calculer toutes les distances entre les signaux 
ou les sommets des angles. La mesure de ce côté ou de cette 
base , est une des opérations les plus délicates et les plus im- 
portantes de la Géodésie. Il e^t essentiel qu'une base ne soit 
pas trop petite , qu'elle soit établie sur un terrain de nivean , 
ou plutôt que la ligne géodésique qui la représente , soit droite, 
et que sa longueur soit réduite à Thorizon , ou au niveau delà 
mer. Ceux qui voudraient connaître les véritables procédés à 
employer pour la mesure d'une base , dans les grandes opéra-« 
tions géodésiques , les trouveront développés dans le grand 
ouvrage de M. Delambre , et dans le Traité de^ Géodésie. 

Un plan est orienté , lorsque l'on connaît l'angle qu'une 
de ses lignes principales fait avec le méridien terrestre, parce 
qu'alors on peut assigner la place de chaque objet à l'égard 
dés .quatre points cardinaux. Cet angle que Ton nomme 
azimuth , donne la direction des côtés du triangle par rapport 
à la méridienne terrestre. 

Lorsqu'on ne s'attache pas à une exactitude rigoureuse , 
on péi^ former le canevas d'une carte de la manière suivante : 

Fig.a4r. Soient A , B , C , D , F , G , H , K , L les points fondamentaux 
d'un plan, points qui sont représentés par des signaux naturels 
ou artificiels que Ton établit convenablement, en faisant la 
reconnaissance du pays. On dessinera à vue tous les objets 
&\\X un croquis ou brouillon , sur lequel on doit noter les diffé- 
rentes mesures que Ton prendra dans le cours des opérations, 
et Ton y tracera la base AB , des extrémités de laquelle oq 

aperçoit plusieurs des points CDF , ayant soin , comme 

nous l'avons déjà observé, que cette base ne soit' pas trop 
petite par rapport à la distance de ses extrémités aux points 
visibles. Ensuite on mesurera au point A les angles CAB , DAB, 
HAB , FAB , GAB. Ces observations étant faites à la première 
station A ^ on ira en faire de pareilles à la seconde station B , 
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c'est-à-dire qu'on relèvera les angles CBA, DBA , HBA , FBA, 
GBA ; enfin y on mesurera la ^ase AB. On voit que , de cette 
manière , on connaîtra dans chicun des triangles ACB , ADB . . . 
un côté et les angles adjacens. On calculera donc facilement 

les distances AG ^ GB , AD , DB , à l'aide desquelles ,■ et 

de la base AB , on déterminera sur le mis au net , et d'après 
l'échelle adoptée , les positions respectives des points G , D ^ 
F ^ G , H , soit par la méthode si connue des intersections , 
soit par le moyen d'un rapporteur qu'on trouve dans tous les 
étuis de mathématiques. 

Il reste à placer sur la carte les points K , L qui n'ont 
pu être aperçus du point ji , mais qui peuvent l'être des points' 
B et H. A cet' effet ^ on considérera BH comme une nouvelle 
base qui servira pour lier ces nouveaux points au premier * 
système , en observant les angles KHB , LHB , KBH , LBH , 
parce qu'on connaîtra de même dans les triangles KHB^ LHB 
deux angles et un côté. Il ne sera pas nécessaire de mesurer 
la distance BH , puisqu'elle est donnée par la solution du 
triangle AHB. 

Mais lorsqu'on fait dépendre la position d'un point de celles 
des autres points déjà placés, il arrive qu'une erreur déjà com- 
mise dans la détermination graphique de l'un d'eux , influe 
sur la position de tous les autres points subséquens. Mais çn les 
fixant à Taide de leurs distances à deux droites fixés , par 
exemple à la méridienne du lieu de la carte et à sa perpen- 
diculaire (^Astr. élém, de Biot^ n® a3y), on rend leurs posi-- 
tiona indépendantes les unes des autres. Gette méthode exige 
alors que l'on calcule les distances dont il s'agit au moyen des 
triangles et de Vazimuth d'un des côtés de la chaîne. 

Voxxr fixer les idées à ce sujet , soit AX la méridienne du Fig.143. 
lieu A > et AY la perpendiculaire , et supposons que les trian- 
gle^ AMM'y AmM', etc. fassent partie d'un réseau trigono- 
métrique : on demande les coordonnées des points m , M , 
M'^ etc. ; c'est-à-dire les distances aux droites AX et AY 
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des points m , M', M', «te. , lesquelles sont Ap et pm , AP et 
PM , AK et VTA', etc. Si l'angk m AP est l'azimuth observé , 
il est clair que tous les triangles seront orientés, et que l'oa 
connaîtra aisément les antres azimnths MAP, M'AP*, etc., 
puisque les anglesMAM', M'Amiont connus. Ainù en menant 
par les sommets de tous les triangles de la cliaine des paral- 
lèles à la méridienne et à sa perpendiculaire, les cdtés du triangle 
dn réseau, seront les hypoténuses des triangles rectangles que 
l'on sait résoudre. Par exemple , la résolution des triangles rec- 
tangles APH , AP'M' donnera les valeurs des coordonnées on 
des distances AP et PM , AP' et P'M' des points M et M'. U 
résolution du triangle M'M'&.fera connaître les distances 
hH'.bW.', et comme les distances du point M' sont AP*, P'M*, 
onaura 

AP'=AP' + JM', P'M" = P'M — frM'. 

^reillement , lorsqu'on aura calculé les distances rfM", dM', 
on aura 

AP*=AP'4-tiM'; P^*=P"M' + «OI*, 

et ainsi du reste. , t 

,C'e£t de cette manière que les distances des lieux de U 
France à la méridienne et à la perpendiculaire qui passent 
par r Observatoire ds Paris , ont été calculées pour former la 
carte de cet Empire. 

Après aToir ainsi formé U canevas d'un plan, il reste à figu- 
rer tous les objets qui doivent couvrir \a surËue , comme les 
masses da maïooiu , les lînèrea, les ruisseaux , les chemins , 
leà limiter des difTérentes cviturei , ai on mot , tontes les 
propriétés particnlières. En général , il j « deux manières de 
lever les détails. La presniére est de Uacer aatimr de l'espace 
à Ggurer, tin pol^gBoa^a^''*'' ^i^ diphu grand nombre pos- 
«Ua de , pttâ tTr' 'u p«ipeadiGsUiru de toute* 
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les sinuosités du terrain sur ces côtés pris pour bases. La se- 
conde qui facilite singulièrement l'évaluation des surfaces 
agraires , est d'abaisser des perpendiculaires de tous les angles 
du périmètre des masses à lever , sur des lignes directrices oii 
bases que l'on rattache aux côtés des triangles du canevas. II 
€«t de règle , en topographie , de projeter toutes les surfaces 
sur un plan horizontal par des perpendiculaires à ce plan , ou 
de faire la projection orthçgonaU du terrain : c'est ce que les 
arpenteurs nomment méthode de, cultellation , préférable à 
celle que l'on nomme méthode de développement. En effet, 
il serait impossible de faire raccorder les parties d'un plan 
dont les unes. auraient été mesurée? dans le sens horizontal et. 
les autres suivant la pente. du terrain y d'ailleurs il est reconnu 
que le produit de la culture n'est pas toujours proportionnel 
à la surface : en effet un champ placé sur un coteau ne pro- 
duit pas autant qu'un-e^iamp de même superficie et de même 
qualité , situé en plaine. Ainsi, pour faire légalement le par- 
tage des terres , il faut , au lieu de les diviser en parties 
égales , si telle est la condition , les diviser en parties qui 
soient entre elles en raison inverse de leurs produits. 

Après avoir formé les détails d'un plan par l'une des mé- 
thodes exposées précédemment , on procède aux calculs» des 
superficies des diverses propriétés particulières , et il est un 
moyen de s'assurer de leur exactitude, c'^est d'évaluer en masse 
rétendue superficielle de la totalité du plan , opération qu'il 
est aisé d'effectuer , puisque par le mode de construction du 
canevas trlgonométrique /il ne s'agit que d'éyaluer les aires 
des triangles et des trapèzes rectangles dont le canevas est 
composé. 

Nous proposerons pour exemple , de déterminer l'aire du 
polynôme quelconque ABC , dont on connaît les distances 
des sommets des angles à la méridienne AX et à la perpen* 
diculaire AY. 
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F^afX Soient 



TRÉOKÊIIES 



; Bb=i3 ; A6=ai,45 ; Cc=8 ; *c=i5; 
^ i^=6^;Hr=5jKi=ic;ft=i8^; 



1 1-,6 ; 



aire 


(AKA) = (ii,G) (4,a> 


= 


48,7« 


aire 


( ABft ) = (ai^) (6,5) 


= 


»39,<» 


aire 


(BCci)- (ai) (7,5) 


= 


i57,5o 


aire 


(CD&) = (i3,7) (7) 


= 


95,90 


aire 


( D«fr ) = (.9,4) (5,3) 


' ^^ 


63,08 


aire 


( KH/ ) = (5) (5) 


= 


35,00 


aire 


( hlGg ) = (i3,3) (26,85) 


. 


557,10 


aire 


(GF/g) = (.i,i) (II, 4) 


= 


126,54 


aire i 


CFEX/) = (9) (5) 


r= 


45,00 



Somme = 1067,36 
aire ( ENX ) soustractive =5xa = 6,00 

aire eflfectiye du polygone = io5i,36 

Si le terrain à mesurer était terminé par une .ligne courbe , 
on abaisserait sur la base AX menée intérieurement, autant de 
perpendiculaires qu'il serait nécessaire pour pouvoir considérer, 
sans erreur sensible , le périmètre comme un assemblage de 
petites lignes droites , et le calcul de la super&cie se simplifie- 
rait beaucoup , en rendant toutes ces perpendiculaires équidis- 
tantes. Car , dans ce cas , taire cherchée est égale au produit 
de la distance commune de ces perpendiculaires par la somme 
faite de la demi-somme des perpendiculaires extrêmes , et de 
la sornme des perpendiculaires intermédiaires. 

Si on n'a fait que mesurer les angles et les côtéi du poly- 
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gone àBGDE , dans le cas où on aurait une faible erreur en ^'g**44' 
plus ou en moins sur la somme des cinq angles du pentagone,' 
donnée par l'observation , on diminuerait ou on augmenterait 
chaquie angle de cette erreur , divisée par le nombre des côtés, 
en supposant toutefois que les angles aient été observés dans le 
même plan et aux sommets A , B ^ G , D , E. Il est aussi né- 
cessaire de vérifier sur le terrain , si les longueurs des côtés 
sont exactes. A cet effet, on inscrit le polygone dans le rec- 
tangle xyzt , dont on détermine les quatre côtés dans les 
triangles rectangles BCo; , DCy , EDz , EAf , dans chacun 
desquels on connaît l'hypoténuse et .les angles , et on recon- 
naît qu'il ne s'est glissé aucune erreur dans la mesure des 
côtés, lorsque les côtés opposés des rectangles sont égaux. 
Cette vérification faite , de l'aire du rectangle on rellranchera 
la somme des aires des quatre triangles BCx , CDy , DEs ;,AE^, 
et la différence sera l'aire du poljTnome. 

Ce que nous venons de dire sur' le levé des plans et sur 
le calcul des surfaces , nous paraît suffisant dans un ouvrage 
de la nature de celui-ci : les Traités de Géodésie , de 7b- 
pographie de Puissant , et Touvrage de M. Pommiers , à 
t usage des ingénieurs du Cadastre ^ forment une doctrine com- 
plète à ce sujet, et réunissent d'ailleurs plusieurs théories 
importantes développées en faveur des ingénieurs qui exécutent 
de grands travaux géodésiques. 

Problème LXXXXyiII.5oztu7tpom^Z> élevé y qu*onpuisse 
voir de trois autres points donnés E , G , F , et qu'en E , G , pig.ais. 
F on ait observé Vangle que fait le rayort visuel mené au 
point D avec la verticale ; trouver la projection du point D 
sur*le plan horizontal et sa hauteur au-dessus de ce plan. 

On choisira pour plan horizontal le plan PQ qui passe par 
Tun des points doijnés F , et puisque les deux autres points 
G et E sont donnés , on en aura les projections G', '£' sur 
ce plan. 

ME , Ll*! IG étant les trois verticales des points E , F , G ^ 
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et £D , FD , GD les rayons visuels menés de ces points au point 

D , OD connaît les angles DEM , DFL , DGI. 

Concevons maintenant que le rayon visuel ED tourne autonr 
de la verticale £M , en faisant constamment avec elle le même 
angle ; il engen^i'era un cône droit , sur la surface duquel le 
|>oiDt D sera nécessairement placé. Il se trouvera anssi sur la 
surface de chacun des deux antres cônes droits engendrés 
par les rayons visuels FD , GD tournant sous les angles L.FD, 
IGD autour des verticales FL , GI. Le point D sera donc placJ 
à l'intersection de ces trois cônei. 

Pour obtenir cette intersection en projection horizontale , 
on îua^era des plans parallèles au plan horizontal ; les sec- 
tions de chacnn des cônes par ces plans , seront des cercles qni 
auront pour rayons les perpendiculaires abaissées des pointa où 
chaque plan coupant rencontrera les rayons visuels, sur l'aiv 
de chacuo des cônes j les projections horizontales de trois 
cercles déterminés par un plan coupant , seront visiblement 
des cercles égaux à ceux de l'espace. Si donc on décrit des 
centres £' , F et G' trois cercles qni se coapent en nn point, 
ce point H sera la projection horizontale du point D. Aa mojen 
du rayon FH , on trouvera facilement la hauteur HD , en 
menatit par H une verticale juïqu a la rencontre de l'un des 
rayons visuels. 

Problème LXXXXIX. Vn observateur placé dans un baiîcn 
si.p^'s>rjij:e , veut déterminer sa position. 

A cet eO'et , il mesurera les angles que font entre enx trois 
rayons vÎMiels menés à trois points connus : ainû les angles 
Fi^Mp. EDF , GDF , GD£ seront connus , et nons supposerons qu'on 
ait pris pour plan horizontal celui àet trois peint* G , F , E ; 
on a d>>nc ak-rs la base et les an^es entre led arêtes d une 
pyramide , et il s'agit de troover la projection hoiizoatale dn 
■ annimet de cette pjTamide , atit^i que sa bantenr. 

&AE^^^M|4^1«{||Taniide:vdéciin mr les câtd 
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EF, EG, GF des segmens ERF , ERG, GOF capables 
des angles observés entre les arêtes DE et DF , DE et DG| '^'^^ 
VF et DG. Le segment EKF, par exemple, tournant 
autonr de EF engendrera un corps dont tous les points de 
la surface seront tels , que si de chacun d*eux on mène deux 
droites aux points E et F., ces droites feront un angle égal à 
l'angle observé : le point cherché D sera donc sur cette surface ; 
il sera pareillement sur deux autres surfaces de révolution , en- 
gendrées par les segmens ERG , GOF tournant autour des axes 
EG,GF. 

Il 8*agit donc de trouver la projection horizontale d*un point 
qui appartienne à ces trois surfaces. 

A cet effet, nous résoudrons le problème suivant. 

Problème C. Tracer la projection horizontale de l'intersection 
de deux surfaces de révolution dont les axes sont dans un 
. jnênie plan, , 

SK et SI sont deux axes autour desquels les deux courbes 
EX , FY sont assujéties à tourner ; ces courbes, dans ce mou- Fig.a4n. 
vement , engendrent deux surfaces de révolution qui se coupent 
suivant une certaine courbe dont on demande la prpjection 
horizontale , ou la projection dans le plan des deu^ axes de 
révolution. 

Du point S comme centre , avec un rayon arbitraire SI , 
décrivons un arc INMK^ cet arc coupera les génératrices 
EX , FY en deux points N et M : dans le mouvement autour 
de Taxe SK , le point N décrit une circonférence dont le 
rayon est la perpendiculaire NH à SK , et dont le centre est 
en H , circonférence qui est sur la surface de la sphère en- 
gendrée par la révolution autour de SK de la circonférence 
dont l'arc KMNI fait partie. Cette circonférence du rayon 
NH est donc la commune section de la sphère et de la sur- 
face de révolution dont EX est la génératrice. De même la 
circonférence du rayon MG , perpendiculaire sur SI , est la 
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commune section de la surface de révolution don( FY est la 
génératrice , et de la même sphère considérée comme engen- 
drée par la révolution autour de SI de la' circonférence dont 
l'arc INMK fait partie. Donc l'intersection des deux circon- 
férences des rayons NH et MG est un des points de l'intersec- 
tion des deux surfaces de révolution. Or les cercles des rayons 
NH et MI sont verticaux ^ et ils coupent- le plan horizontal 
suivant NH et MI ; donc l'intersection L de ces traces est un 
point de la projection horizontale de la courbe d'intersectkm 
des deux surfaces. 

Ainsi , dans le problème précédent, on déterminera les pro* 
jections horizontales des trois surfaces de révolution, consi- 
dérées deux à deux , et le point dans lequel ces trois courbes 
se couperont, sera la projection horizontale cherchée du smn- 
Fîg.346. met de la pyramide. Connaissant cette projection L, on mènera 
la perpendiculaire LMN à £F , ensorte que LM sera le côté 
de l'angle droit, et MN l'hypoténuse d'un triangle rectan^e 
qu'on construira , et dont l'autre côté de l'angle droit sera la 
hauteur cherchée de la pjrramide» 
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De la courte trîsecirice ou de la courbe qui donne 

la trisection de l*angle. 

Théorème LXXVI. Soit un triangle isoscèie ABC , dans 
lequel on aitjiB=sBC , et l'angle B plus petit, que: le tiers de 
la denU^ircoT^érence : si du. sommet A ^ avec, un rayon zzzAC^ *°'^ * 
071 décrit un arc qui coupe CB en E^ et qu on joigne AE y le 
triangle CAE sera semblable, au triangle ÀBC^ . 

Cette proposition sera faeile à démontrer : nous nous bor- 
nerons à observer que lorsque l'angle B est plus grand que 
le tiers de la demi-circonférence, Tare décrit du point A comme 
centre^ avec AC'pour rayon, ne peut plus rencontrer que le 
prolongement de CB ^ puisqu'alors le côté AC excède chacun 
des côtés égaux BC , B A. 

Théorème LXXVII. .Z>a?w letrian^gle isoscèie BAC, si du 
sommet B de l'angle intercepté entre les côtés égawr , comme 
centre , avec un rayon BEplus petit que l'un des côtés fgaux, Fig.a49. 
.et plus grand que la perpendiculaire BO , l'on décrit un arc 
de cercle ENIR , qui coupera nécessairement CA\ en deux 
points NetI ; je dis que les longueurs AI ^ CN seront égales. 

Menons £R ; on aura BR : B A : : B£ : BC } donc £R est 
parallèle à CA; donc EN^RI, et les deux triangles IXB, 
NCB sont égaux , comme ayant un angle égal compris entre 
deux côtés égaux. 

Théorème LXXVIII. Soient les deux triangles isoscèles 
semblables ÀBC ^ CAE, qui sont ceux de la figure 248, ^^ Fig.aSu. 
du sommet B ^ comme centre , avec BA ^Komme rayon , on 
décrit la demi-circonférence ACOR , et que l'on prolonge le 
côté AE jusqu'à la rencontre en O de cette demi-cirçonfé- 
Tûnce y tare ACO sera triple de AC, 

En. effet Tare AC est la mesure de Tangle au centre ABC ; 
la matié^de l'arc CO est la mesure de l'angle CA£ =r ABC : 
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donc l'arc CO est double de Tare AC ; donc Tare ACO est 

triplé-de l'arc AC. 

Lorsque l'arc en B est le tiers de la demÎK^irconférence, le 
triangle ABC est éqnilatéral, et le triangle CA£ qui Test aussi. 
»e confond arec le premier ; l'aurc COR est double de AC ; 
conséqaemiiient l'arc ACOR est triple de l'arc AC sontendu 
par le coté de l'hexagone , ce qa'on savait déjà. . 

Ainsi y pour avoir un arc ACO triple de AC, oa cherchera 
le centre B de cet arc , et après avoir joint BC ^ du point A 
comme centre , avec AC comme ragron , on décrira l'arc CE, et 
prolongeant A£ jusqu'à la rencontre en O de la circonférence , 
on aura l'arc ACO = 3 arc AC. 

Théorème LXXIX. Si du' point A comme centre , avec 
FJg.25o. AB=:£C comme rayon , on décrit la demi-circonférence BIDH, 
et si [on prolonge BC jusqu'en P, on aura PJE zsBC. ' 

Le triangle B AP est isoscèle , et sa base BP est coupée en C 
«t £ par un arc décrit de A conmie centre , avec AC comme 
rayon : donc PC = B£ ; donc aussi P£ = BC. 

Ainsi , au lieu de déterminer le point E , comme nous 
l'avons fait plus haut , on prolongera BC jusqu'en P ; puis 
à partir du point ' P , prenant sur PB une partie P£ égale à 
BC , on aura £ qui détermine la corde AEO de l'arc triple 
de AC. 

L'angle B , d'abord moindre que le tiers de la demi-cir- 
conférence , venant à augmenter jusqu'à ce tiers , le pro- 
longement CP diminue , P s approohe de C , et enfin les deux 
points P et C se confondent dans l'intersection I des deux cir- 
conférences ; ensorte que comme on prend toujours PE =BC , 
le point E coincide alors avec B, et le triple de AC ou de AI 
est la demi-circonférence. 

Nous étendrons cette construction jusqu'à l'arc égal aux deux 
tiers de la demi-circonférence. Supposons l'angle B entre le 
tiers et les deux tiers de, la demi-circonférence, et soit l'arc 
AC ^gal au quart de la circonférence : tirons la corde AC 
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de l'arc AC qui mesure cet angle , la circonférence AC'RO' 
étant toujours décrite de B comme centre, avec BA=: BC 
comme rayon , l'arc décrit de A comme centre, avec AC ^^g-^^i. 
comme rayon , coupera le prolongement de CB en E^ : si 
par les points A et £^, on mène la ligne AE' prolongée jus- 
qu'à la rencontre de la circonférence en O' ou E', Tare 
ACRO^ égal aux trois quarts de la circonférence , sera triple 
de l'arc AC^, qui en est le quart. C'est ce qu'il sera facile de 
prouver , en observant que les triangles CAB , C' AE', toujours 
isoscèles , ont un angle commun en C^ 

n est visible que l'angle ABC" étant les deux tiers de la *''g-^^^- 
demi-circonférence , la ligne AE" devient tangente en A ^ 
et , en effet , Tare triple de AC est alors la circonférence 
entière. 

Théorème LXXX. Si du point A comme centre , aùec le ï'^g-^^i 

fit siSs* 

rayon ABzrzBC , on décrit la circonférence BIDMB qui 
coupe aux points P et B ^ la base 'CE du triangle isos%èle 
CAE\ on a PEz=iBC. 

La démonstration de cet énoncé qui n'est que le précé- 
dent généralisé , est facile , et la proposition est vraie , quel 
qa« soit l'angle B. 

Dans les augmentations de B jusqu'à l'angle droit , c'est 
toujours le côté BC ( fig. a5i) qui est coupé par la circon- 
férence BIDMB. Lorsque B est droit (fig. s5i ) , auquel cas 
BC est une tangente en B à la circonférence BIDMB , le 
point P ou F tombe en B , et il faut sur le prolongement 
de CB ou de C'P', porter, à partir de P' ou de B , une lon- 
gueur égale à BC ou P'C : alors on a l'arc ACRE' égal aux^ 
trois quarts de la circonférence , lequel est bien le triple de la 
mesure d'un droit/,»Iorsque B excède un droit , cette intersec- 
tion est en. P sur le prolongement de BC (fig. nSi) : il faut 
toiqoura porter PE = BC en sens contraire de BC Le lieu 
do touB ces points E(fig. a5i et aSa ) est une courbe que 
nous nommerons trisectrice , parce qu'elle sert à diviser en 
trois parties égales un angle ou un arc donné. 
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Nous résumerons la génération de là courbe trisectrice , et 
nous compléterons sa description , en nons plaçant dans h 
divi«on sexagésimale da cercle. 

Qu'on imagine du point A des cordes i tons les points 

de la circonférence dont le centre est en B , si da même point 

rjg.353. ^ ^ ^^^^ j^ ouyertnres de compas égales ans cordes des arcs 

tiers , on coupe celles des arcs triples , la snita de ces inter- 

sections sera la courbe trisectrice AKBEFGHHA. 

Ainsi , par exemple^ û Tarç tiers est de s0\ anqnel cas Tare 
triple est de 66^, le point K sera Intersection de la corde de 
Go** par celle de ao!^. 

Mais lorsqu'on a employé tontes les cordes dès arcs iim 
depuis G jusqu'à lao^ pour couper celles des fUcs triples , on* 
a fait en arcs triples un tour de circonférence , et ^ en même 
temps^ on a tracé la portion ANBDE de la courbe en question. 

S\ donc on voulait employer en cordes d*arca.|ier8 , celles des 
arcs qui exc^ent lao^^ ou , en d'autres ternes, si oii^ Tonlait 
continuer la trisectrice au-delà du point E^ Je (problème de la 
trisection s'étendr^t^ ainsi que l*ç3Qge l'anialjrse, à des arcs 
plus grands que la circonférence. 

Ainsi pour des cordes , à partir de celle de la6^ jusqu'à odle 
de 180% considérées comme cordes d'arcs tiers', les intersec- 
tions avec celles des arcs triples ^ auront lieu depuis £ juaqô'en 
F; et il faut bien observer que si, par exemple, l'arc tiers est 
de i^o^, auquel cas l'arc triple est de 4^0^, on de 36o^4-6o*, 
l'intersection sera sur le prolongement de la corde de 60^, c'est-- 
à-dire entre E et F en K^ 

On n'a encore employé que les cordes des arcs tiers de c* 
à 180% et comme la corde de ce dernier arc est un maxi- 
muih^ le point F est le plus éloigné du point A , et la distance 
AF=:fl , en supposant 1 le rayon du cercle; pour ce point 1 
l'arc triple est d'une circonférence et demie. 

Pour construire le point de la trisectrice^ qui coiaresipoiidi 
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par exemple , à l'arc de û6o°, considéré comme tiers > on ob- 
servera que , comme Tare triple est de deux circonférences 
plus 6o*, dont la dorde est encore celle de Go°, Jl faudra 
couper cette corde prolongée par un arc décrit de A comme 
centre, avec la corde de 2S0® qui n'est que celle de, 100°, et 
alors on aura le point K". 

Ainsi lorsqu'on eQiploie les cordes des arcs de 180^ à 36o^^ 
considérés comme arcs tiers , on continue la trisectrice . et oa 
en décrit la portion FGBA^ 

On a donc remarqué que la corde d'un arc triple fait trouver 
trois arcs tiers diff érens ; car celle de 60° rencontrant la trisec- 
trice dans les points K , K^ et K'', si de A comme centre, avec 
des ouvertures de compas AK, AK', AK" comme rayons , on 
décrit des arcs de cercle jusqu'à la circonférence dont le centre 
estB ,on aura les points m , m\ m", tels que les arcs Azn, Amm\ 
Amm'm" seront le» tiers de Sa®, d'une circonférence plus 60°^ 
de deux circonférences plus Go°. 

Ainsi cette trisectrice , pour être complète , c'est-à^ire pour 
résoudre le problème avec toute l'étendue qu'il comporte et 
que nous donne l'analyse , doit répondre à trois tours de cir- 
conférence , ou être le lieu des intersections des cordes des arcs 
de G® à trois circonférences , pris comme arcs triples , par celles 
des arcs tiers , ou de o^ à 36o^. 

On observera enfin que , pour les arcs triples de o* à 180®, les 
intersections sont au-dessus de BF , et qu'elles formeâtl^ por- 
tion ANB; que de iBô^-à^So**, elles sont au-dessoûà de BF, 
et qu'elles donnent BDE; que de 36o** à 36o*-f iSof", elles 
forment la portion EF; que de 3Go®-f- 180** à deux fois 36o% 
elles* sont au-dessus de BF, et qu'elles donnent la portion FG ; 
que de a fois 36o° à a fois36o -f- 180^, elles sont encore au- 
dessus de BF, et qu'elles prolongent la courbe de G en B ; 
enfin que de a feis 36o** -f- 180® à 3 fois36o°, elles complètent 
la courbe ^ en composant la portion BIA« 
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Si Ton pliait la figure suivant Taxe BF , les portions inférienrcé 
de la courbe s'appliqueraient exactement ^ point pour point , 
sur les portions supérieures : cette symétrie résulte évidemment 
de la construction. 

Mais des théorèmes LXXlX et LXXX^ résulte cette seconde 
construction de la courbe: qu*on décrive une autre circonfé- 
rence de A comme centre, avec AB pour rayon y qu*on imagme 
de B des cordes à tous les points de cette seconde circonférence, 
et que ^ de l'extrémité de chacune d'elles , de HT, par exemple, 
on porte RL = RK == rayon du cercle, les extrémités L etK 
seront à la trisectrice. 

Ainsi les distances RL et RK sont partout égales entre elles et 
au rayon du cercle , propriété qui donne en même-temps deux 
points de la courbe , et de laquelle nous avons tiré son équation 

polaire. 

On est naturellement conduit par cette seconde construction 
de la courbe par points , à s'a description par un mouvement 
continu. 

Si l'on conçoit un bras de levier BAF, d'une longueur égale 
à trois fois le rayon du cercle dans leqiiel on opère la trisec- 
tion des angles , et qu'on assujétisse le point M du levier , â se 
mouvoir suivant la circonférence MRBR'M qui sera la directrice 
du mouvement , et ce bras de levier à passer continuellement 
par 6 dans toutes ses positions ; qu'on suppose en A et F deux 
points. déprivans , ou deux. styles , F décrira la branche FG , 
pendant que A décrira la branche ANC Le levier étant arriyé 
dans la direction LKB ; par .exempte , Textrémité B aura été 
repoussée en B', de manière que la partie BB' ajoutée à BL 
fasse trois rayons, ou la longueur primitive BF. On ft aussi B/ 
plus son prolongement BB' égal à trois rayons. . . 

Le Heu des points B' est une nouvelle courbe qu'il importe 
d'examiner. 

Lorsque les points décrivans F et A sont, le premier en G, 
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le second en B , ce qui arrive lorsque M a parcouru Tare 
MRM', le point B' est sur le prolongement de la tangente 
GM'B, de manière que BB' soit un rayon , puisque BG vaut 
deux rayons. Le point M arrivant en B , le style F est en H , 
le style A en D , et le point B' en Y, ensorte que H Y soit 
toujours trois fois le rayon. Lorsque le point M continue à se 
mouvoir suivant l'arc BR'M , le style A qui était en D , trace 
l'arc de trisectrice DEF , et le style F qui était en H , trace 
l'arc HBIA. Alors le bras de levier est placé en sens contraire , 
puisque le point décrivant F est en A , et que A est en F : 
conséquemment B , ou le point correspondant de la courbe 
des points B', se trouve à gauche de F, c*e§t-à-dire , en X oii 
se termine la courbe des points B^, à une distance AX du point 
A, égale à trois rayons, ou à une distance FX du point F , 
égale à un rayon. 

Ainsi, avec deux 8t}'les, on décrit toute la trisectrice , le 
point M ne faisant qu'un tour de circonférence ; et alors la 
courbe des points B' n'est pas fermée. 

Supposons maintenant qu'on n'ait que le seul style F, tout 
d'ailleurs restant le même : le point M ayant parcouru l'arc 
MRB , le point F a décrit FGH ; lorsque M a achevé son tour 
de circonférence , F qui était en H ^ a décrit HBIA , et 
le point B a tracé cprrespondamment la portion de courbe 
BB'B'YX. Alors le levier 3e trouve dans une position contraire, 
car B est en X et F en A , M est de retour en M. Ce point M 
continuant à se mouvoir suivant MRB , F qui est en A , décrit 
ANBD, de sorte que le point F est en D, et la courbe de» 
points B' se trouve tracée jusqu'à Y'. M qui est B , achevant 
son second tour de circonférence , le style que nous avons 
laissé ea ï) , termine la trisectrice par Tyc DEF, de sorte 
que le levier se.retrouve dans sa première position , c'est-à-dire 
que la conrbe des points B' vient se fermer en B. 

Pour décrire la totalité de la trisectrice avec un seul style ^ 
il faut donc faire faire au point M deux tours de circonférence ; 



3aG THÉ0RÉ3IES 

mais alors , ainsi qu*on Tient de le voir , la courbe des points 
B' est fermée , et cette courbe est , comme la trisectrice , 
divisée symétriquement par la ligne BF. Nous avons cm inutile 
de tracer la totalité de la courbe des points B', parce qu'il 
est Facile d*en Suivre le cours d'après sa génération. 

■ 

Au moyen de cette courbe seule , on peut avoir un arc 
triple par son tiers ; car Am étant l'arc donné , on mènera 
mlW , î>"î», à partir de B', on prendra Bit == rayon, et 
menant la ligne AK prolongée jusqu'à la circonférence en M', 
on aura arc A/nM' = 3Am. 

Archiméde , dans ses lemmes , proposition YIII, a démontré 

ce théorème : 

• 

Théorème LXXXL Si une corde AB d'un cercle estjm^ 
Fig.254. ^^g^^» ^^ ^' l'on fait BC égal au rayon de ce cercle; si ensuite 
on joint le point C et le centre D^ cercle , et si F on prolonge 
CDjusquenE y tare AE sera le triple de Fore BF, 

En effet, menons EG parallèle à AB , et joignons DB , DG. 
Puisque l'angle DEG est égal à l'angle DGE , l'angle CDG sera 
double de Tangle DEG. Mais l'angle BDC est égal ^ Taogle 
BCD , et l'angle CEG égal à l'angle ACE ; donc l'angle CDG 
sera double de l'angle CDB , et l'angle entier BDG sera triple 
de Tangle BDC ; donc Tare AE qui est égal à BG, sera triple 
de l'arc BF- 

FigaoS. Il est aisé maintenant de déduire de là un procédé pour 
trouver le tiers d'un arc donné. On imaginera du point A 
des cordes AB à tous les points de la circonférence, et on 
prolongera chacune d'elles d'une longueur ,BC égale au rayon 
du cercle ^ le lieu^des points C sera une courbe CCC\ etc. 
Cette courbe étaiflt construite , qu'on veuille trouver le tiers 
de Tare A/nE , on mènera par E et par le centre D une droite 
EFC prolongée jusqu'en C , puis on joindra C et A ; l'arc BF 
ainsi déterminé, sera, d'après le théorème précédent, le tiers 
de Tare AmE. 
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Pour avoir les points extrêmes M et N de la courbe , oa 
mènera au point A une tangente indéfinie sur laquelle on 
prendra , à partir du point A , AM =: AN = rayon. En effet, 
le triangle ADM étant isoscèle , Tare AK est de 4S*> tiers de 
Tare AÉL qui est de 135*». Cette courbe MCC'C . .N est 
une portion de la trisectrice complète , comme il est aisé de le 
reconnaître. 

La trisectrice donne donc la solution graphique de ces deux 
énoncés : 

1°. Etant donnée la corde d'un arc , trouver celle de l'arc 
triple. 

â®. Connaissant la corde de l'arc triple , trouver celle da 
Tare simple , ou connaissant la corde d'un arc , trouver celle 
de son tiers. 

Pour écrire algébriquement cette dernière question , soient f ig.aSo- 
AO la corde d'un arc , et AC ou AE celle de son tiers. Ayant 
prolongé CB jusqu'à la rencontre de la circonférence en N , on 
aura deux cordes CN et AO qui se coupent dans un cercle et 
qui donnent cette propriété 

AEXE0=CEXEN (i). 

Mais d'ailleurs des triangles isoscèles semblables GAE^ CAB^ 
on déduit > en désignant le rayon AB par r, 

et on a 

EN =5 r + EB , EB = r— CE^ 

donc 

• — » 

EN = ar-. — ; 

r 

donc si l'on désigne l'arc AO par <p , et çonséquemment l'arc 
AC par ^ ç, cord. -J f par x et cord. ç par m , oii trou- 
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Tera^ après les substitations dans (i) et les rédactions^ 

a^ •— 3f*x + mr^ = o (a). 

Mais si on yeut en rerenir à Téqfiation donnée parle problème 
de la Trisection de Tangle , qu'on fasse cos ^çzizy et cospzna: 
on anra ces denx proportions 

ar:a:::a::r— jr, arlmltmlr — a, 
d*où l'on déduit 

a:* = ar(r— jr); m* = ar(r — a) : 

multipliant (a) par x^ faisant ensuite ces substitutions^ pub 
élevant au quarré et réduisant^ on trouve enfin 

et, dans l'hypothèse r = i ^ 

,3 a , ^ 

» « 

équation qui a pour racines les cosinus des arcs tiers de ceux 
«dont le cosinus est a. 

Voyez , sur ce sujet, \éi' Recherches analytiques que j'ai 
consignées à la suite d'un ouvrage sur ta Trisection de l'Angle^ 
par M. Azémar (<). 



{*) Cet ouvrage se trouve à Ptris , chez Courcier, iiDprimear4ibraire, 
quai des Augnstins, n^ 57. 
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Des Tangentes aux Courbes du premier ordre 
ou aux lignes du second degré. 

m 

La méthode que nous allons exposer^ s'applique avec avan^ 
tage à l'équation la plus générale du second degré entre deux 
variables. 

Soit donc l'équation aux coordonnées rectangulaires 
Ay + Bjçy + Ca;»-fDy+Ex+E=o (i); ns-^Se. 

m 

le point M' auquel on doit mener la tangente , ayant pour 
coordonnées x^,y\ ces coordonnées satisferont a l'équation gé- 
nérale (1) ; on aura donc en même temps 

Ay» + Ba/y + Co:'» + Dy 4- Ex' + F = o (a). 

L'équation de la sécante SM'M'', sera 

(3)....^'— y=a(x — x'), d'où a=:-^^-IIl^...(4), 

• 4." MV ^"^ »Âf 

OÙ. y et X représentent les coordonnées du second point d'inser* 
section M', et a désigne la tangente de Tangle fait par la 
sécante et Taxe AX des abscisses. ' 

Or la portion M'M" de la sécante peut être considérée comme 
im rayon vecteur dont l'origine fixe est M^ Si donc on désigne 
pfir r la longueur variable M'I/t, et par f l'angle dont la tànr 
gente est a ^ on trouvera 

y —y = r sîn f , x-^ x' =:r cos f , 
et de là 

(5).,..jf =y + rsin^, x^=x^ ^rcosç (6), 

Si donc on substitue dans (1) les valeurs (5) et (6), et qu'on 
réduise , d'après (a) , le résultat de cette substitution , ou 
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naura plus dans* le reste que deux sortes de termes > les uni 
multipliés par 7*, les autres multipliés par r ; ensorte que Té- 
quadon réduite pourra être mise sous la forme 

r (rM + N) =z= o. 

Ces deux valeurs de r sont les distances de Torigine M' aux 

deux intersections M' et M' de la courbe avec la sécante^ l'une 

de ces valeurs de r est nulle ^ c'est la distance M'M' , et 

N 
Fantre M^M'' est donnée par r = — ^ri* Mais si l'on veut que 

le point M' vienne coïncider avec M', auquel cas la sécante 
devient une tangente en M', il faut anéantir la seconde valeur 
de r y c'est*à*-dire , supposer N = o. 

On est donc conduit à ce calcul très^simple : En faisant dans 
(1) les substitutions (5) et (6) , on omettra les termes indé- 
pendàns de r qui reportent l'équation (â) , et on ne calculera 
que les coefficiens de la première puissance d»mr , dont k 
somme égalée i zéro , donnera pour la détermination de f » 
l'équation 

aJi/jl^f+B (o/sinf 4-yco6 f ) 

, ■ . . . «. •• 

de laquelle on déduit, après la division par cos ç , 

Cette valeur reportée dans (3) donne cette équation de It 
tangente 

I 

dans laquelle x et^ sont les coordonnées variables des. points 
de la tangente , en observant que le rapport de ces coordonnées 
est le même que celai des coordonnées du point M" qui , d'abord 
sur la sécante , est maintenant sur la tangente» 
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X*éqaation (8) doit se changer en (a) pour x=ix' e\.y=y' • 
c^est ce qui arrive en effet ^ car elle devient d'abord ^ après la 
multiplication par le dénominateur , et la transposition de tous 
les termes dans le premier membre , 

aA/* + ûBjcy + aCjt/* -f- D/ + ExT = o 
— aAy» — flBo/y — aC/» — Dy' -- Ex', 

ou bien * 

Ay* + Bxy 4- Ca:^* + D/ ^ Ej/ = o 

-- Ay» — Bxy — cx'* — Dy — ex'. 

Or la ligne inférieure n*étant autre chose que F^ à raison de 
réquation (2) , on trouvera donc 

*Ay* +'Ba/y + Co/* + Dy + Ex' + F =3 0. 

Pour les courbes qui admettent un centre , Téquation gé- 
nérale peut toujours être rappelée à cette forme très-simple 
(Géom. analyt. , chap. YIII ) 

My + Nx* + P = , 

qui n*est que la proposée , en y faisant A = M , B =: o , C =N , 
D=o, J=o, F=P, et alors 

Nx^ 
tang ^ = a = ~ -^. ^ 

Telle est en effet , -pour ce cas, la valeur connue de la 
tangente trigonométrique de l'angle fait par sa tangente avec 
l'axe. 

Pour les courbes rapportées à un axe principal et à .une 
origine pii|e au sommer, l'équation générale est de la forme 

My + Nx» 4. Px = o, 

€t alors A = M, B = o, C = N, D = o, E =P,F=o: 
d'où ron déduit 

Nx' + P 
tang 9=. a =. __^ 
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Pour N ^ o , ce qui est le ai de la parabole. 



tang» = 



«y 



Anx points d« la courbe pour leaqiiela la tangente est pa- 
rallèle â l'ajw des^ , on perpotdicnlure à celni de& \r , b 
tangente triganométaque a derieat infinie. Ains , d'après l'ex- 
preuion (7), on a, poorcet points, la relation 

nA/ + KiT + D = o . d'où y = _ ^ ^ _ ^. 

^ l'on porte en ^ace de y cette nlenr dans l'éqnntifin (a), 
et qu'on U réadve, on obtModra deux ndnes a:^ dont l'imt 
est maxÔRum et l'antre mûunuon ; ces abcïsces seront cdks 
des pmnti eztifanes de la combe dans le sens de Taxe éa 
abwisBes. Pour la panbole caiactérisée par B* — 4A.C=9( 
les deux Talenn de a: le rédmitnt à une acnle. Quant az 
points extrêmes de la cooriie , dan le sens des jr ; on les dé- 
diiinit de l'égalité à zéro dn nnmiixtear (7) , c'ea 



B/4- fiCx^ + E = c. 
CMPÎHDèe «Tcc r«|natîui (s}. 

On posnait pn^toser de xaax^ par on ptnnt (stérienr ne 
tangente aux combes de IfTputinn (1) ; vais la calcul* sont 
tellement pêiiibles qn'on ae peaC les e feuim qoe dans àta 
liTpatbèse:! m le& coefici^ , qui ahêrarï U j w cn lité àc 
I^c^oatikin. 
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NOTES. 



Sur la Proposition VII ^ Liy. IV des Réciproques. 

Xj A démonstration suivante est due à M. Poullet^Delisle , 
professeur au lycée d'Orléans. 

Soient AB l'un des côtés du polygone inscrit A, a& le côté (ig.aS^, 
homologue du polygone circonscrit B ^ AC un côté du polygone 
inscrit A'^ et mn le côté homologue du polygone circonscrit B^ 
Soient a l'angle BOC> et h le nonabre des côtés des polygones 
A et B : on aura 

A = ft . tri AOB , B = ft . tri aOb 
A' = '4k . tri AOC , B' = afe . tri mOn , 

et on trouvera facilement 

tri AOB = ^ OA , sin aa = OA . sin 4 cos « 

. ^. . ::;: — * . "i^tt* sin « 

tn nOa = £ Qa . sm a«i = OA . 

tri AOC = i OA* . sin «t 
tri mOn t= i Orh .sin «t = i OA* . 
mu observant que 



cos a 



sm A 

cos* ï ci * 



n OA ^ OA 
Oa = , Om =^ p- ; 

C0S« COâ -j^ A 
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KOTES. 




donc 






A = i 


. ÔÂ*. rin « cos « ; B = A . 


oa'ïH-j 


A' = * 


. ÔÂ' . lin < , B = k 


cos» - 


On tire de 


U, 1- 
A A' 

j,= C<»., ^ = COl., 




•t partant 








A' = l'A X B. 




a". 


*'-™."-'+"" 





•t conséqnenunait 

- ~A+A'~ A+A"- 

5ur /e ITiéoi^me P'III , recueil de Théorèmes 
et de Problèmes. 

Fig.aSS- Le quarré Je tfypoténiue est égal à la somme des tjuamt 
construïu^sur les daix autres c6tès de Fannie droit. 

Soit le tri«n{^ BAG nctta^ ca A ; pndongez de part 
M â'mtre les côtés AB et AC, de manière qne chacinie des 

droit» AD et AP toit égale à U ïomme BA + AC , et qne 
chacune des droites AU et AL soit égale à U iNeme somme , 
et achcrrez le» ipaiTès AF et A?i ; dirisez chaque côte dn 
qiurré AF en deôx parties teflei qa'oa ait 

Hl:si:Çt9sD^ AI=HG=FE=DB=AC, 
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ce qui est possible^ puis tirez les lignes BE ^ £G , GI, IB : 
menez la droite CO parallèle à AP , et ayant pris sur AP la 
longueur AR = AC , tirez la parallèle RM à AL.- 

Le quarré AF est égal au quarré AN^ par constiuction ; 
d'ailleurs les quatre triangles construits dans AF sont égaux 
^ux quatre triangles RPO , ROS , SCL , SLM construits 
dans AN': car ces triangles sont rectangles , et les deux côtés 
qui comprennent Fangle droit, sont égaux aux côtés AB et AC* 
Si donc on retranche les quatre triangles de chacun des deu^ 
quarrés , les restes BIGE et ARSC4- SMNO seront égaux. Or 
le quadrilatère BiGE a ses quatre côtés égaux chacun à Thypoté- 
nuse BC ; de plus l'angle extérieur IBD est égal à la somme des 
angles BIA •+■ lAB 5 donc , à cause de l'angle EBD = BI A , il 
Teste l'angle IBE = lAB ; donc l'angle IBE est droit , et on 
démontrera la même chose à l'égard des angles eh I , G et E. 
Donc ce quadrilatère est égal au quarré construit sur BC ; 
d'ailleurs le quarré AS est construit sur AC , et le quarré SN 
est égal au quarré construit sur AB ^ à cause de 

SM = SO =ON = NM = CL=: AC + ÀB— AÇ=AB: 

Donc > etc. 

Soit un triangle quelconque ABC 'y que sur les côtés ji.C et AB^ 
on construise deux parallélogrammes quelconques CE , BF j 
qu*on enprolonge les côtés DE^ KF jusqu'à leur rencontre en H; 
qu9 par H et par A on mène ta ligne HA prolongée jusqu'à la 
rencontre de BC en L; quon prolonge AL de LM:=. HA^ 
puis qu'on construise le parallélogramme BN dont le côté CN 
soit égal et parallèle à LM; je dis que l'aire de ce paralléloi 
gramme est égale à la somme des aires des parallélogrammes^ 

JSFet CE. 

- . ■ • ' 

Prolbngez les côtés NC, OB ' jusqu'à ce qu'ils rencontrent 
DE, KF en R et P, et^ tirez PR. Les lignes CR et Afl sont 
égalesi comme parallèles coiùprises entre les parallèles CA^ DH; 



f 
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donc CR =L1I et BP=LM ; donc la ligae CR est égale et 
paranéle à BP , et Gonséqnemment la fignre CRBP est un 
parallélogramme égal en sor&ce an paraDélogramme BN. Il 
est érident qne les parallâogrammefl:RL et CRHA soqt équi- 
valens , pnîiqn*ils ont même base RC « et qu'ils sont compris 
entre les mêmes parallèles. Far la même rmaaa, lesDarallâo- 
grammes PL et BPHA sont éqnîfalens ; donc CRPB ou 
CBON s= CRHA + BPHA = CDEA + BRFA. Donc , etc. 

Sur les triangles en général. 

1*. Sois AS A un triangle quelconque auquel est inscrit iw 
cercle dont le centre est z, et qui touche les trois côtés du 
triangle ent,1^,t^ : soit décrit un autre cercle dont le centre 
est Z qui teucke en T^ T^, T* les prolongemeus des côtés SA, 
' SA' y et le revers du côté AA' ; la longueur ST .sera le demi- 
contour du triangle ASA\ et les droites AT, St, At ^eroni 
respectivement les excès du demir<ontour sur les côtés SA , 
AA', SA. ^ 

£a effet , 

ST = ST', S* = S«', donc fT^fT: 
or 

<T=Ar+AT=At'+AT', et t'T'=AY+A'T'=AY+A'T'; 

donc 

Ar + AT' = AY + A'T^, 

d'où 

[aAf" + rT" = aAT' + T^t^ et A^=:A'T% J 

partant 

AT* = Ar; 
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Soit le contour ASA' = C ^ on aura 

C = aSi 4- akt + aA'i' = zSt + a At + aAT ; 

donc 

St + A^ + AT = iC, 
d*où 

ATraJC— SA, A^ = iC— SA', St=:iC — AA', 
Donc, etc. On peut. déduire de là plusieurs autres propriétés. 

a*. Dans tout triangle , le rectangle des excès du demi-' 
contour , sur les deux côtés d'un angle , est égal au rectangle 
du rayon du cercle, inscrit à çè triangle et du rayon de celui 
des cercles inscrits en dehors , qui est situé dans le même angle* 

■ 

En effet , soient menées les droites &A, ZA : les angles 
%At I ZAT sont les moitiés des angles S AA^ A'AT, et partanl 
la somme de ces angles vaut un droit. Donc les triangles rec-^ 
tangles zAt^ ZAT sont équiangles, et conséquenunent 

zf.AT:: At:ZT, d'où ATxAi = z«XZT. 

3*. Dans tout triangle , le rectangle des deux côtés d^un 
angle , est égal au rectangle des distances de son sommet au 
centre du cercle inscrit et au centre dé celui des cercles inscrits 
en dehors , qui est situé dans le même angle. 

Soient menées les droites zA' et ZA'. Dans le quadrilatère 
AsAf Z , lés angles opposés Z A$, ZX'z sont droit^lun et Tautre ; 
donc ce quadrilatère est inscriptible , et les angles zAA\ zZA' 
sont égaux entre eux ; donc aussi les- angles SZA', SAa sont 
égaux entre eux : mais les angles ZSA', zSA sont aussi égaux 3, 
donc les triangles ZSA', ASz sont équiangles et donnent 

SZ: AS::A'S:Sz, d'où saxSA'=szxSs. 
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4*. Dans tout triangle , le rectangle des deux cotés d'un 
angle , est au rectangle du demi-contour par V excès du demi- 
contour sur le côté opposé à cet angle , comme le quarre du 
rayon est au quarré du cosinus de la moitié de cet angle. 

On a 

Sz : sr :: 1 : cos i S , sz : ST :: i : a» j S; 

donc 

sz X Sa : STxSt :: i» : cos* i s , 

d'où (i*>et3^) 

SAx SA' : 1 c (i c— AA' ) : 1» : ces*! s. 

5' . Dans tout triangle le rectangle des deux côtés d'un angkj 
est au rectangle des excès du demi-contour sur les côtés de 
cet angle , comme le quarré du rayon est cm quarré du sinus 
de la moitié de cet anste. 

J 

Les deux triangles Szt , SZT donnent les proportîoiu 

Sa : z^ :: 1 ;8in ^ s , sz : ZT :: i : sin i s r 

donc 

sz X Sz :: zt x zt :: i* : sin* : is, 

c'est-à-dire 

« 

SAxSA':i(C — SA)(iC— SA') :: i^tsin^S. 

G^ Dans tout triangle, le rectangle du demi-contour par 
T excès du demi^contour sur le côté opposé à un angle , est au 
rectangle des excès du demi-contour sur les côtés de cet angle, 
comme le quarré du rayon est au quarré de la taAgente de la 
moitié de cet angle. 
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Les deux tpAngles Sst, SZT donnent .eneoro . 

Sn te::r:tangiS, st:tz :: 1 : tang^S; 

donc , . 

■ STx s^ : TZ X te :: 1* : tang^ s, 

ou ( a® ) * ^ 

icaç— aa'):qc— SA)(ic— SA')::i*:taDg^iS. 

7*. Dans tout triangle y le rectangle des deux côtés d'un 
angle , est au -double de la racine quarrée du produit du demi-*, 
contour et des excès de ce demi-contour sur les côtés de F angle ^ 
comme le royon^estau sinus de cet angle. 

Puisque ( 5% a^ et 3% 4* et 3° ) ' 



on a 
«n s = « sin i S.cos i s =iil^I|i^4î^<^>. 

I 

•" ■■ ■ ■ . . « ■ ■ I ' 

8*. La surface Sun triangle est la racine du produit du 
demi-contour par les excès du demircontour sur chacun de^ 
côtés. . 

On a .." . •-,-; >..■ - ■ : . . 

SAXSA'X«inS = ai/(TAxAtX&TXS*)> 

T 
• r« c < . » 

• . '. * ......... 

mais 

■ SA.SA'XsiûSi^àstirf ASA"; ^ r. , .. . 
donc '..»■■... 

8HifîASA^= V/fST X TA X A^ X S^ 

= V/{iC(iC-SA)(iC-SA')(iC-AAO}, 

proportion démontrée (pag. !^S4 et'suîv.)| .- 

9*. Dans tout triangle ^ lé rayon est à la tOfigénte de la 
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jnoitié d'un ongle y comme le rectangle du demi'^onionr par 
r excès du demU-contour sur le côté opposé ^ ,est,â la surface du 
triangle. 

Le triangle ASA' est composé de^ triangles SzX , AsA', S2A'; 
ainsi en observant que le demi-contour est ST , sa surface sera 
=STxte : d'ailleurs on a trouvé (6*) te= S^ tangl S; donc 

surf ASA' = ST X ^z = ST X S^ : tang i S. 

\ 

10^. SoitJi la hauteur du triangle ASA'^ .to prenant AA' 
pour base, on a 

a surf ASA' = h X AA'; * fl-'où r ^ ^T.StXtangXS 

L'utilité de ces formules se faiXprincipalement remarquer 
dans la Trigonométrie. M. Uiuilièry dans Tôuvrage-que nous 
avons dé}à -cité^ en a déduit cette- expression remarquable de 
la surface d'un triangle : 






«iriE.==4/^rf«l'R', 



r, H ), R', B,.' étant les rayons du cercle inscrit et des. cercles 
cx-inscriU, c estnà^ire ^ des cercles qui touchent lés prôlon- 
gemens' w deux côtés et le revefs du troisième : îl en à encore 
conclu la solution des questions suivantes dont plusieurs ont été 
traitées dans cet ouvrage. 

Construire un. triangle'^ connaissant la base , l'ak^ éai'som" 
met et la somme des côtés. 

Construire un.triangle dont on cqmictit la.*bàse, Vangle au 
sommet et la différence des côtés. 

Construire un triangle dont on connaît la biàse ^ la hauteur et 
la somme.des côtés. - —: 

Soit un point P donné sur le plan d'un angle donné ASA\ 
mener par ce point une droite A A' gui retranche de cet angle 
^n triangle ASA' dont le contour soit donné. 



J 
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' Construire un triangle , connaissant la hauteur , t angle au 
sommet , et la somme des côtés de cet angle. 

Construire un triangle, connaissant la hauteur ^ l'angle au 
soTrmiet et la différence des côtés de Vangle. 

Construire un triangle , connaissant la hauteur , T angle au, 
sommet et V excès de la somme des côtés sur la base. 

Construire un triangle , connaissant la hauteur, la somme 
ou la différence des deux dotés, et la différence des angles à là 
base. 

Construire un triangle , connaissant un angle , la surface et 
le contour, 

* , 

Construire wi triangle , connaissant un angle , la surface et, 
l'excès de la somme des côtés de F angle sur û côté opposé, 

• I 

Sur le Problème XX. 

-Etant donnée la différence AB entre la diagonale et le 
côté d'un q'ûarré, construire ce quarré. 

Après anroir tuené uoe ligne A£ sôus uH angle avec AC; égsA 
à la mùitié d'un di'oit > le problème «e réduit A trouver çur Je 
proloD^meiit de AB un point G tel, que la perpendîcolair* 
CE à AE , soit égale à BC. 

A cet effet,, par le point B on élèvera une perpendiculaire 
BG i AE , laquelle déterminera le point D ; par D on tirera la 
droite DF parallèle à AC et égale à DB ^ par B et F, la droite 
BF qtdj prolongée ,>encontrera <en È ht droîêe AE ; par E , une 
perpendiculaire à AE qui coupera AC dans le point C cherché; 

Si par E on mène E<î parallèle à BC, et conséquemraent 
à DF , à cause du triangle isoscèle BDF , on aura EO==BG 
=CE=BC , et de plus , comme l'angle en B est égal à la moi- 
tié d'un droit, on aura CE= AE. Donc si Ton mène par C et 
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par A des parallèles aux côtés A£ et CE , on achèvera lé 
quarré demandé. 

Sur les polygones réguliers. 



r 



Si du centre défigure et de tous les sommets d!un polygone 
'éguUer d'un nombre pair de côtés , on abaisse des perpendi" 
culaires sur une droite quelconque , la perpendiculaire menée 
du centre y prise autant défais quily a de sommets, est égale 
â la somme des perpendiculaires abaissées de ces sommets. 

Tout point pris dans l'intérieur d'un polygone , et qui est 
tel , que toutes les droites menées par ce point et terminées à 
son contour y s'y trouvent divisées en deux parties égales» 
s'appelle centre de figure. 

« Soient un hexagone régulier ABCDEF et O son centre de 
figure : si de O et des sommets on mène des perpendicu- 
laires sur une d^ite XX , on aura 

60 = Aa + 3b + Cc+Bd + te + Ff 

Fig.aea. En effet, si par M milieu de BA et par O, on mène k 
transversale MON ,. elle ira passer par le milieu N de DE , et 
9i des points M et N on abaisse les perpendiculaires. Mm , 
Nn sur Taxe XX , on aura 

flOo = Mwi + N/t } 
de même 



V 



aM7n = Bi + Aa, aN/i = Dd + Ee, 

donc 

4O0 = B6 + Aa + Di + Ee. 

hsL droite CF passera par O , donc 

flOo = Ce 4- Ff , 

-, tu" ^^.■ 
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et conséquemment 

6O0 •=:Aa + Bb + Cc + Bd + Ee+ F/. 

Cette propriété a fait nommer le point O, ceAtre des 
moyennes distances des sommets du polygone. Ce centre eTciste 
toujours dans les polygones réguliers d*un nombre pair de 
côtés , puisque ces polygones admettent un centre de figure. 

Tout polygone régulier d'un nombre impair de côtés ^ na 
pas de centre dejlgure, 

S<ût un polygoâe régulier ABCDE d'un nombre impair de F>g-263. 
côtés , par exemple , de cinq côtés : le centre O du cercle cir- 
conscrit ne p|ut être son centre de figure , parce qu'en menant 
la droite DQp , on n a pas Op = QD. Soit, s'il est possible , 
O' le centre cherché -, on aurait donc CO' =OV , DO' = O'^ ; 
conséquemment les deux triangles DO'r , CO'q seraient égaux , 
d'où l'on déduirait C^=Dr; or Dr>"DE, parce que l'angle 
DEA est plus grand qu'un droit ; donc on aurait Cq >■ DE , 
conclusion absurde , puisque le polygone étant régulier , tous 
ses côtés sont égaux. Cette proposition trouve son application 
dans la détermination des centres de gravité des contours et 
des aires des polygones réguliers. 

Soit un polygone régulier d'un nombre de côtés , impaîre- 
ment pair , c'est-à-dire tel , que sa moitié soit un nombre 
impair.; prenons, par exemple, le polygone régulier de dix 
GÔtés^et désignons ces côtés para, 6 , c, rf, e, jf, g", A , i, ft ; 
si l'on joint les milieux des côtés a et c , c et e , c et g , g- et f ; 
i et a ^ on aura un polygone régulier d'un nombre impair de. 
côtés. Mais, d'après le théorème précédent, si des milieux 
des côtés a, c, e, g, r , qui sont les sommets du polygone in- 
térieur ou de cinq côtés, on abaisse des perpendiculaires sur ^ 
une droite menée d'une manière quelconque en dehors des 
polygones, le double de la somme de ces perpendiculaires , 

qui yaut la somme de toutes les perpendiculaires abaissées 

/ 
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des sommets du polygone de dix côtés , sera égal à dix fois 
la perpendiculaire abaissée du centre de figure de ce dernier 
polygone sur la droite , et conséquemment la somme des per- 
pendiculaires abaissées des sommets du pentagone régulier sur 
cette droite , sera égale à cinq fois la perpendiculaire abaissée 
sur la même droite du centre de figure ou du centre des 
moyennes distances du décagone régulier inscrit au même 
cercle. Il est bien facile de yoir que cette propriété a lieu 
en passant d'un polygone d*un nombre de côtés ^ impairement 
pair y à un polygone dont le nombre des côtés est moitié de 
celui-là. Ainsi les polygones réguliers d'un nombre impair de 
côtés , admettent aussi un centre des miennes distances, 
(Voyez la première partie du nouvel ouvrage de M. Uiuilier^ 
ayant pour titre : El ëmens d* Analyse géométrique et êH Anoibjit 
algébrique , appliquées à la recherche des lieux géométriques. 

Sur les Contacts. 



Mener un cercle tangent à un cercle donné et à une droite 
donnée en un point donné, 

1 iiî.a^^. Soient C le centre du cercle donné et N le point donné 
sur la droite AB ^ au point N on élèvera la perpendiculaire 
OliL , sur laquelle on prendra NK = CM rayon du cercle 
donné; on joindra CK, et par N on lui mènera la paral- 
lèle NM qui rencontrera le cercle donné au point M de con- 
tact. En effet , ayant mené la droite C3I prolongée jusqu'à 
la rencontre de KN en O ; à cause de NK = MC , par 
construction , on aura ON = OM. Donc le cercle décrit de 
O comme centre , avec ON comme rayon , touchera d'abord 
la droite AB au point N , et le cercle donné en M, puisque la 
distance OC des centrer est égale i OK qui est la somma des 
ravons. 
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* Mener une tangente commune à deux cercles donnés. 

Sur la distance GF des deux centres comme rayon , dé- ^1»^%^, 
crivons la demi - circonférence FPG ^ et du point F comme 
centre, un arc de cercle d'un rajon FQ égal à la différenca 
des rayons des cercles donnés : par le point P de rencontre 
de la demi •« circonféreiice et de Tare de cercle , menons le 
rayon FO qui détermine sur la circonférence du plus grand 
des deux cercles donnés , le point O par lecpiel doit être menée 
leur tangente commune. 

En eflPet, l'angle FPG est droit; doac la droite OL ^st 
parallAle à PG , et elle en est distante d'une quantité 0P=: NG 
rayon du petit cercle : donc la droite ON est tangente en N 
aa petit cercle. 

Sur la Pyramide triangulaire* 

Trouver parmi les pyramides triangulaires qui ont même 
ffolume et même angle solide trièdre au sommet , celle dont 
la base est un minimum. ' 

Je désigne par s la base de la pyramide tétraèdre , par 
^, sff sT ses faces , par p ^ ç les arêtes ascendantes de la 
face /| comprenant entre elles l'angle a ; par p , r celles de la 
£ace Z', comprenant entre elles l'angle b , par <j ^r celles de la 
face ^, comprenant l'angle c , et par A , B , C les angles 
dièdres de ces faces entre elles , angles respectivement oppor 
ces aux faces s\ s", s". On sait ( Rec. de Théor. et Prob. , 

Th^n LXXI V ) qu'on a 

S*==/»+/*+^**— fl//cosC— fl/i* cosB— a/j*cos A. 

Dans le cas particulier de l'égalité des angles dièdres 
A 9 B ^ C , l'équation précédente se changera dans celle-ci , 

rhO'^' + ^^^'+^V) ( i - a cosA), 
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Donc , dans tout parallclepipùde , U quarré (Tune diagoaa 
égal à texcés de 'la somme des tfuanés des trois arêtes 
partent d'une de ses extrémités , sur le double de la fo; 
de leurs produits , deux à deux, par les cosmut de leun 
cliaaitons entre elles. 
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Donc y ions tout parallélépipède » le quarré tune diagopn 
égal à testés de' la somme des quarrés des trois arête 
partent dune d^ ses extrémités , sur le double de la st 
de leurs preduitSi^ deu9 à deux, par les cosirms de^ lem 
clinaisons entré elles. 
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AVERTISSEMENT. 

JiJA première Edition de cet Ouvrage dont je ne 
dois revendiquer qu'une faible portion , offrait uu 
grand nombre d'incorrections , d'erreurs graves , et 
laissait dans ses deux parties beaucoup à désirer.' 
J'aurais fait disparaître ces imperfections , si j'avais 
eu le temps de revoir le manuscrit et de suivre la 
correction des épreuves. 

Cette seconde Édition n'a , pour ainsi dire y de 
commun avec la précédente , que le titre : dans la 
première Partie , j'ai rectifié et ajouté plusieurs dé- 
monstrations : j'ai de plus considérablement aug- 
menté la seconde Partie , c'est-à-dire le recueil des 
Théorèmes et Problèmes , en élaguant cependant 
les solutions analytiques étrangères à cet Ouvrage. 

La solution des Problèmes ne peut, laisser le 
DQoindre doute sur la nécessité des réciproques ; 
tious nous dispenserons donc de justifier cette section 
ie l'Ouvrage , ce que nous ne pourrions faire sans 
Slltrer dans une discussion qui , san? intérêt pour les 
Élèves , pourrait être regardée comme une critique 
ie Traités sur lesquels nous partageons bien sincè- 
rement l'opinion générale. Nous nous bornerons 
lonc àdire que ha Chapelle y dans ses Institutions de 
Géométrie^ vol. premier, page SSy ^ note , après avoir 
.onguement blâmé les Autelirs de Géométrie^ quiont^ 
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dit-il, extrêmement négligé la démonstration despm 
positions {nverses j termine par cette observation 
il est remarquable qiiun grand nombre de Problème, 
de Géométrie , est fondée sur la ^vérité des proposi' 
lions inverses. Au moins l'accueil fait à la premièn 
Edition nous permet-il de penser que ce compIémeDi 
de la Géoniétrie n'a pas été jugé inutile. 

Disons un mot sur la position des énoncés réci- 
proques. Les données de dénoncé direct doivent être 
prises pour inconnues dans V énoncé im^erse, et réci* 
proquement. Si donc, dans la proposition directe, lo 
données sont en plus grand nombre que les incdh* 
nues , dans la proposition inverse les inconnues 
seront en plus grand nombre que les données; c'est 
ce qui arrive , par exemple , lorsque plusieurs fignrei 
jouissent de la même propriété : alors cette propriété 
ne caractérisant pas plutôt l'une de ces figures qpe 
l'autre , la réciproque n'a pas lieu. Ainsi telle prth 
position peut n'admettre qu'une inverse , telle antre 
en comporte plusieurs ; enfin la même inverse peut 
convenir à plusieurs propositions. 

On peut penser que la première Partie de cctj 
Ouvrage , pour être utile à la généralité des ÉlèveSj 
autait dû porter sur les Traités de Géométrie eril 
lesquels on se partage aujourd'hui; mais nous obse^ 
verons que notre véritable, but ayant été d'offrir le 
modèle d'un travail à faire par tous ceux qui vondrost 
étudier scrupuleusement la Géométrie , trop ne'gfi*i 
gée de nos jours ^ et en faire des applications^ nûosj 
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avons du faire choix du Traité (^) regardé comme le 
|dns.complet et le plus répandu. 

Quelques professeurs disent qu'il ne faut pas don-^ 
ner aux Élèves des problèmes résolus. Je réponds , 
i^ que le cKamp des questions ne peut être complète- 
ment moissonné ; 2"" qu'il faut d'abord apprendre à 
mettre en œuvre les matériaux acquis ^ ce qu'on ne 
peut Êdre qu'en étudiant des solutions dont la marche 
diffère essentiellement de celle de la démonstration; 
5* que les Elèves qui veulent s'exercer , peuvent 
prendre un énoncé dans la Table des Matières , 
et comparer leur solution avec celle du texte ; 
4* enfin, que c'est moins du nombre que du choix 
des Problèmes que doit jaillir l'instruction. 

Je n'ai rien «négligé pour rendre cet Ouvrage 
correct et instructif : piais aussi je dois des remer- 
'clmens particuliers à M. pach , répétiteur de Ma- 
thématiques au Lycée d'Orléans, et à MM. Henry 
" €t Douzon , maintenant Élèves de l'Ecole Polytech- 
nique, qui m'ont aidé de leurs. conseils et de leurs 
xecherches. 






(*) La' Géométrie de Legendre ^ 7*"' édition. ' 
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X ouTES les fois qne deux droites se coupent , les angles 
opposés au sommet sont égaux (Geom., Prep. V, Théor.) 

Si quatre lignes droites qui aboutissent à un même points 
sont disposées de manière qae les cingles opposé» an 
sommet soient égaux , ces quatre lignes formeront 
deux droites. 

Corollaire. • 

Si â'un point pris dans Pintérienr d'un triangle, on 
mène des droites aux extrémités d^un même côié , la 
somme de ces droites sera moindre que celle des oôtà 
enveloppans ( Géom. , Prop. IX). 

Si la somme des droites qui joignent on point pris dans 
le plan d'un triangle , avec les extrémités d'un c6té, ei( 
moindre que celle des deux autres c6t^ on des c6téi 
enveloppans , ce point est intérieur an triangle. 

Si deux triangles sont tels que deux côtés du premier 
soient «égaux à deux côtés du second , et qu'en mémei 
temps l'angle compris par les premiers , soit pins graçd 
que l'angle compris par les seconds , le troisième côté 
du premier triangle est plus grand que le troisième côté 
du second (Géom. , Prop. X ). 

Si deux iriaugles sont tels que deux côtés^du premier soient 
égaux à deux côtés du second , et qu'eu même temps 
le troisième côté du premier soit plus grand que le troi* 
sième côté du second, l'angle opposé au troisième côté 
dans le premier triangle , sera plus grand que l'angle 
opposé au troisième côté dans le second triangle. 

La ligne menée du sommet d'un triangle isoscèle aa 
milieu de la base, est perpendiculaire à cette base, et 
dinse l'angle du sommet en deux parties égales(GéoJB.» 
Prop. XII; SchoJ.}. 



TABLE DES MATIÈRE^. 
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Si une ligne est perpendiculaire sur Tun des cdtcs d^uii 
triangle , et cpi^clle divise Panglc opposé en deux partie» 
égales, elle passera par le milieu de la base , et le trfstbgle 
sera isoscèle. 
Si d'un point situé hors d'une droite , on mène une per- 
pendiculaire sur cette droite , et dififérentcs obliques à 
differcns points de cette droite , la perpendiculaire est 
plus courte que toute oblique ( Géom., Prop, XVI, 
Théor. , lo). 
La plus courte des lignes qu'on puisse mener & une droite 
d'un point situe hors de cette' droite , est la perpendi- 
culaire à cette droite. 
PBOPOSIT. VI. Deux obliques qui s'écartent également de h perpendicn- 
The'orème. laire , sont égales ( Ibid., Théor. , a» ). 

Réciproque. Deui^blîques égales s'écartent égalaient de la perpen- 
diculaire. • 
Corollaire. 
PROPOSIT. VII. De deux obliques qui s'écartent inégalement de laper- 
Théorème. pendiculaire , cf Ue qui s'en écarte le plus , est la. plus 

longue ( Ibid. , Théor, , 3®'). 
Réciproque» De deux obliques égales , la plus longue s'écarte le plus de 

la perpendiculaire. 
PROPOSIT. Vin. Une* droite per|(lendiculaire sur le milieu d'une antre, a 
Théorème. tous ses points à égales distances des deux extrémités de 

celle-ci (Gé©m. ,Prop. XVII, i»). 
Réciproque. ' Si une droite a deux de ses points également dîstans des 

denx extrémités d'hnc autre droite , elle est peipendi- 
culaire sur le milieu de celle-ci. 
PROPOSIT. IX. Tout point situé hors de la perpendiculaire élevée sur le 
Théorème. milieu d'une droite , est inégalement distant des deus 

extrémités de cette droite ( Ibid., a© ). 
Si un point est inégalement distant des deux extrémités 
d'nne droite , il est situé hors de la perpendiculaire éle* 
vée sur le milieu de cette droite. 
Deux triangles rectangles sont égaux , lorsqu'ils ont denz 

côtés égaux chacun à chacun ( Géom.^Prop. XVIU). 
Si deux triangles sont égaux , comme ayant deux c6téii 
égaux chacun à chacun , ils sont rectangles. 
PROPOSIT. XI. Dans un triangle éqiiilatéral , tous les angles sont égaux 
Théorème» ( Géom. , Prop. XX , Corol. V ). 

Réciproque. Si dans un triangle tous les angles sont égaux , ce triangle 

est équilatéraj." 
PROPOSIT. XII. L'angle extérieur d'un triangle est égal h la somme des^ 



Réciproque. 

PROPOSIT. X. 

Théorème. 
Réciproque. 



Théorème. 
Méciproque. 



PROPOS, xin. 

Théorème. 
Réciproque. 

PROPOS, xrv. 

Théorème. 
Réciproque. 

PROPOSIT. XV 
Théorème. 

Réciproque, 



PROPOS. XVI. 

Théorème. 

Réciproque. 
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denx iotcricun oppoià ( G^OBl. , Prap. XX, Ctrol* 

VI). ■ 

Si nn anglft simé hpn d'on triangle a pour cAté ronde 
ceux <]d triangle , et s^il Tant la somme des denx anglef 
intérieurs , f nn adjacent et Tantre «ppoté \ ce c^, il 
aura pour second côté le prolongement du côté adja- 
cent 2i Pun des angles et opposé k Tantre, c^est-Mire 
qn^il sera extérieur an triangle. 

Deux parallèles sont partout également distantes ( Géom., 
Prop. XXVII). 

Si deux lignes sont partout également distantes , elles font 
parallèles. 

Les angles opposés d^nn parallélogramme , sont if^ux, 

( Géom. , Prop. XXIX , Théor. ). 
^ Si dans un quadrilatère les ygles opposés sont égMK « 
cette figure est un parallélo^amme. 

Dans tout parallélogramme., les deux diagonales se coa* 
pent mutuellement en denx parties ëgales ( Géom. , 
Prop. XXXII , Théor. ). 

Si dans nn quadrilatère , les deux diagonales se coapent 
mutuellement en deux parties égales^ cette figure est un 
parallélogramme. 

Dans tout losange , les diagonales se coupent mutuelle- 
ment en parties égales et à angles droits { Géom. , Prop. 
XXXn , Scl^ol. ). 

Si les deux diagonales d'un quadrilatère se coupent en 
parties égales et à angles droits , cette figure est nn 
losange. 
Remarques. 

LIVRE II. 



PROPOSIT. Ire. 
Théorème. 
Réciproque. 

PROPasiT. n. 

Théorème. 
Réciproque. 
PROPOSIT. III. 

Théorème. 

Réciproque. 



Tout diamètre divise le cercle et sa circonféreMce en deux 

parties égales ( Géom. , Liv. II , Prop. I). 
Si une circonférence est divisée en deux parties égales , la 

droite qui opère cette division est un diamètre. 
Toute corde est plus petite que le diamètre (Géom. , 

Prop. II , Théor.). 
Le diamètre est la plus grande de toutes les cordes. 
Le rayon perpendicnlaire à une corde, divise cette corder et 

Parc soutendu , chacun en deux parties égales (Géom., 

Prop. VI, Théor. ). 
Si une ligne divise une corde et Tare soutendu chacun en 

deux parties égales , cette ligne est un rayon perpendi- 

colaire à la corde. 
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PROPOSIT. IV. Deux cordes égales sont également éloignées du centre 
ITiéoième. ( Géom. , Prop. VIII , i • ). 

Réciproque. Si deux cordes sont également éloignées du centre , elles 

sont égales. 
PROPOSIT. V. De deux cordes inégales ^ lapins petite est la plus éloignée 
Théorème. du centre ( Ihid.^ a° ). 

Réciproque* De deax cordes inégalement éloignées du centre ^ la plus 

éloignée est la plus petite. 
PROPOSIT. VI. La perpendiculaire menée à Textrémité dti rayon ^ est tan-» 
Théorème. gente à la circonférence ( Géom. , Prop. IX , Théor.}. 

Réciproque, Toute tangente à la circonférence est perpendiculaire à 

Textrémité du rayon mené au point de contact. 
PROPOSIT. VII. Deux parallèles interceptent sur la .circonférence des arcs 
Théorème. égaux ( Géom. , Prop. X ). 

Réciproque. Si deux droites interceptent sur la circonférenGe des arcs 

égaux y elles sont parallèles. 
PROPOS. Vin. Si deux circonférences se coupent en deux points, la droite 
Théorème. qui passe par leur centre est perpendiculaire h celle qui 

joint les points d'intersection, et la divise en deux parties 
égales (Géom., Prop. XI ). 
Réciproque, La perpendifluinire sur le milieu de la droite qui joint les 

deux points d'intersection de deux circonférences, passe 
par leurs centres. 
PROPOSIT. IX. Tout angle se mesure par Tare compris entre se« cAlés, 
Théorème. et décrit de son sommet comme centre ( Géom., Prop. 

XVII , coroll.) 
Réciproque. Si un angle a pour mesure l'arc compris entre ses côtés » 

son sommet est le centre de cet arc. 
PROPOSIT. X. L'angle inscrit a pour mesure la moitié de l'arc comprîa 
Théorème. entre ses côtés ( Géom. , Prop. XVIII , Théor. ). 

Réciproque, Si un angle a pour mesurela moitié de l'arc compris entre 

ses côtés , il a son sommet h la circonférence. 
PROPOSIT. XI. Les angles opposés d'un quadrilatère inscrit , valent 
Théorème. ensemble deux angles droits ( Géom. , Prop. XVIII , 

CoroU. IV). 
Réciproque, Si lef laaglep: «pppiéa âVm. quadrilatAvA-r •^'a^t ^^ 

somme .deux angles, droits,^ ce quadrilatère est ins- 
criptible. 
Remarques, 

LIVRE m. 

. • t 

PROPOSIT. Ir«. Les parallélogrammes qui ont des bases égales et dea 
Théorème. hauteurs égales j sont tqiiÎTalehs ( Géom. , Prop. I ^ 

Théoh ), 
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Hétiproque. ' Si deux parallclogrammes tont ëqnÎTileiis , ils ftiuoiit à» 

Imiscs et des haatean égales. 
Corollaire, 
PROPOSIT. II. Deox rectangles de même hauieor sont entre eux comme 
Tlicorèmc. leurs bases ( Géom. , Prop. III ). 

Réciproque. Si deux rectangles sont entre eux comme leurs bases, ils 

ont même hauteur. 
PROPOSIT. III. Le quarrë fait sur Thypotënnse d*an triangle rectangle , 
Thcorèmc. est vgal à la somme des qnarrés faiu sur les deux antres . 

cdtés ( Geom. , Prop. XI « Thëor. ). 
Réciproque. Si dans un uianglc , le quarrë fait sur un des côtes, est 

e'gal h la somme des qnarrés faits sur les deux antres 
câtés , Tançle opposé à ce côté est droit. 
PROPOSIT. IV. Le qiiarré fait sur la diagonale d'un quarrë, estdoable 
Théorème. de celui construit sur le côté ( Géonou ^ Prop. XI » 

CoroU. II ). 
Réciproque» Si dans un quadrilatère, le qnarré de la diagonale est 

double du quarrë d'un des côtés , ce quadrilatère est 
un quarrë. Cette réciproque n'a pas lieu. Mais il est 
▼ rai que si dans un quadrilatère , le qnarré de la diago* 
nalc est double du quarrë d'un côté quelconque , ce 
quadrilatère est un quarrc. 
PROPOSIT. V. Le quarrë dé l'hypoténuse est au qnarré d^nn des côtés de 
Théorème. l'angle droit, comme l'hypoténuse est au segment adja- 

cent à. ce côté , et déterminé par une perpendiculaire 
abaissée du sommet de l'angle droit (Géom. , Prop. XI, 
Coroll.IlI). 
Réciproque. Si dans un triangle ABC, le quarrë du plus grand côté AG 

est .lu quarrë d'ua autre côté A6 , comme AC est au 
segment AD , adjacent h AB , et déterminé par la per- 
pendiculaire BD , l'*anglc ABC est droit. 
PROPOSIT. VI. Les qnarrés des deux côlés de l'angle droit d'un triangle 
Théorème. rectangle , sont entre eux comme les segmens de Thy- 

poténnse adjacens à ces côtés ( Géom. , Prop. XI , 
Corroll. IV). 
Réciproque. Si dans un triangle les quarrés des deux câtés sont 

entre eux conmie les segmens du troisième côté , dé- 
terminés par une perpendiculaire à ce côte , abaissée 
de l'angle opposé , ce triangle sera rectangle. 
PROPOSIT. Vn. Dans un triangle ABC, si l'angle C est aigu , le qnarré 
Théoicme. du côté opposé est plus petit que la somme des qnarrés 

des côtés qui comprennent l'angle C j et si l'on abaissa 
AD perpendiculaire surBC,'Ia différence est égale 
an donble du rectangle, BG X BD ^ de sorte qu'on 
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a AB*= AC V BC — aBC X CD ( Gëom. , Prop. 
XII). 

Récifl'ogue* Si dans nn triangle ABC, en abaissant la perpendîcn- 

laire AD d'ane extrémité du xôté AB sur le cAtë 

opposé BC, on a AB =ÂcVbC*— aBC x CD; 
l'angle C est aigu. 
PBOPOSIT. YIII. Dans un uiangle ^conque ABC , si Ton mine da 
Théorème. sommet an milieu de la base la ligne AE, on a 

IS^ ÂG*= aÂi*+ 5SÊ*(Géom., Prop. XIV, 
Théor.). 
Réciproquei, Si dans un triangle quelconque ABC , la droite menée da 

sommet A à un point E du côté opposé BC , est tdle 

qu'on ait AB*-h ÂC*= aÂÊ*H- aBE*, le point E 
est le milieu de BC. 
PBOPOSIT. IX. Dans tout parallélogramme , la somme des quarrés deë 
Théorème. côtés est égale à la somme des quarrés des difigonales 

(Géoin. , ibid., Corr.). 
Réciproque, Si dans un quadrilatère la somme des quarrés des côtés 

est égale à la somme des quarrés des diagonales, ce 
quadrilatère est un parallélogran\me. 
PROPOSIT. X. La ligne qai divise un des -angles d'un triangle en deux 
Théorème. parties égales , divise le côté «pposé en deux segmens 

proportioxmels aux côtés adjacens ( Géom. , Prop. 
XVII ). 
Réciproque, Si un côté d'un triangle est divisé en deux parties propor- 
tionnelles anx deux autres côtés, par une ligne menée du 
sommet de l'angle opposé , cette ligne divise cet angle 
en deux parties égales. 
PROPOSIT. XI. Les lignes menées comme Ai voudra par le sommet d'un 
Théorème. triangle , divisent la base de ce triangle et toute ligné 

qui lui est parallèle en parties proportionnelles (Géom.« 
Prop. XXII, Théor.). 
Réciproque* . Si du sommet d'un triangle quelconque AB, on mèn» à 

la base plusieurs droites qui coupent cette ligne et une 
autre transversale en parties proportionnelles, la trans- 
versale est parallèle à la base. 
PROPOSIT. XII. Si du sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle. 
Théorème. on abaisse une perpendiculaire sur l'hjrpoténnse , les 

deux triangles partiels sont semblables entre eux et aa 
triangle total ( Géom., Prop. XXIII , Théor. , i«). 
Réciproque, Si la perpendiculaire abaissée, du sommet d'un trianglt 

Mir la b^ise, divise ce trîaBgle en denx triangles partiel» 
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•embUblet entre ènz et an triimgle total , le triangle 
toul est rectangle. 
PEOPOS. Xni. Si da sommet d^nn triangle lectang^e , on abaisse udc 
• Théorème. perpendiculaire sar Phypoténose , chaque cAté de Fangle 

droit est moyen proportionnel entre l'hypoténuse et le 
segment adjacent (Gcom. , ihid, , a^). 
Mémproque, Si du sommet B d^nn triangle» on abaisse une perpendi- 

calairc. sur sa base, et que cbacmi des cAtés a^»^ 

cens an sommet B, soit moyen proportionnel entre la 

base et le segment contigu an cAté ^ le triangle sera 

rectangle en B. 

PAOPOS. XIV. Si du sommet de Tangle droit d^iin triangle rectangle , 

Théorème. on abaisse nne pcrpendicnlaiie sur Phypoténose , 

, cette perpendiculaire est moyenne proportionnelle entre 

les denz segmens de Phypoténuse ( Géom. , Prop. 
XXIII, Théor., 3<»). 
Réciproque» Si la perpendiculaire abaissée du sommet d'un triangle 

sur le côté opposé , est nlOyenne proportionnelle entre 
les deux segmens de cette base, Pangle d'où part la per- 
pendiculaire est droit. 
PROPOSIT. XV. Deux triangles qui ont un angle égal , sont entre eox 
Théorème. comme les produits des côtés qui comprennent Pangle 

égal ( Géom. . Prop. XXIV, TbéOr.). 
Ééciprogjue, Si deux triangles sont entre eux comme les rectangles de 

deux de leurs côtés contigus , les angles compris par 
ces côtés sont égaux. 
PROPOSIT. XVI. Deux triangles semblables sont entre eux comme les quar- 
Théorème. rés de leurs côtés homologues ( Géom. , Prop. XXY). 

Réciproque, Si deux triangles sont entre enr comme les qnarrés de 

leurs côtés respectifs , ils sont semblables. 
PROPOS. XVII. Les contours des polyfones semblables sotat entre enx 
Théorème. , comme les côtés homologues ( Géom. , Prop. XXYII, 

Théor.]. 
Réciproque. Si les contours de deux polygones sont comme lems c6t<^ 

homologues , ces polygones sofit semblables. 
PROPOS. XVIII. Les surfaces des polygones semblables sont entre elles 
Théorème. comme lés qnarrés des êôtés homologues (Géom. , Piop. 

XXVn , Thé^. , 2« ). 
Réciproque, Si les surfaces de deux polygones sont entre elles coÉXAo 

les quarrés des (fôtés homologues, ces polygones seront 
semblables. 
PROPOSIT. XÎX. Si sur les trois côtés d'un triangle rectangle, comme côtés 
Théorème. homologues ^ on construit trois figures semblables , 

celle formée sur Pbypoténnse est équiyalentt à il 
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^mme des denz autres ( G^om. , Prop. XXVII , 

CoroII.). 
Réciproque, Si sur les trois cAtës d^nn triangle, on construit trois 

figures seyiblables, et si la figure formée sur le plus 

grand côté , est équividente è la somme des deux autres , 

l'angle opposé à ce côté, est droit. 

PROPOSIT. XX. Les parties de denz cordes qui se coupent dans le cercle. 

Théorème. sont réciproquement proportionnelles ( Géom. , Prop. 

XXVm,Théor.). 
Réciproque. S\ denz droites se contient en parties réciproçpiement 

proportionnelles , leurs eztrémités sont sur une même 
circonférence. 
PROPOSIT. XXI. Si d'un même point pris hors dW cercle , on mène denz 
Théorème. sécantes terminées à l'arc concave , les sécantes entières 

sont réciproquement proportionnelles à leurs partie» 
extérieufes ( Qi^m. , Prop. XXIX, Théor. ). 
Réciproque. Si deux^droites partant d'un même point , sont divisées en 

parties qui leur soient réciproquement proportionnelles, 
les points de division et les extrémités de ces droites 
sont sur une même circonférence. 
PROPOS. XXII. Si d'un point pris hors d'un cercle , on mène une tan- 
Théorème, gente et une sécante à ce cercle, le quarré de la tangente 

est égal au rectangle de la sécante et de sa partie exté- 
rieure (Géom., Prop. XXX j. 
Réciproque. Si de deux droites AB , AC qui partent d'un même point 

A,- l'une AB est divisée an point D , de manière que 

l'on ait AG = AB X AD , la ligne AC sera tan- 
gente à la circonférence qui passe par les trois points 
B,D,C. 
PROPOS. XXni. Dans un triangle ABC, si Ton divise l'angle A en deux 
Théorème. parties égales par une ligne AD , le rectangle des côtés 

AB , AG est égal au rectangle des segmens BD , DC , 
plus au quarré de la sécante AD ( Géom. , Prop. 
XXXI). 

Réciproque. Si dans un triangle ABC, on a AB X AC:=aBD X DC-hAD , 

la ligne AD divisera l'angle BAC en deux parties 
égales. > 

Remarques. 

LIVRE IV. 

PROPOSIT. I"'*. Tout polygone régulier peut être inscrit dans un cercle. 
Théorème. et lui être circonscrit ( Géom. , Prop. II, Théor.). 
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Béciproquê, Si on polygone est en même temps issonptiliie et dfcoii- 

criptible , il est rcgniier. 
PROPOSIT. II. Le cAte dn qaairé inscrit est an rayon Gomme \/2 est à x 
TbeoHme. ( G^m. , Prop. III , StfrhoL ). 

Rcciproqut, Si une corde est an rayon comme ^a eat à i , cette ODide 

e^t le c6te du quane' inicrit. 
PROPOSIT. III. Le cAië dn triangle «Sqnilat^ral inacrit est an rayon commi 
Théorème. x/3 est lii ( Géom. , Prop. IV, Schol. );? 

Réciproqu; Si une corde est an rayon comme ^3 est à i , cette GOids 

est le côté du trianj^e ëqnibt^ral inscrit. 
PROPOSIT. IV. Autre solution de ce problème. Inscrire dans nn oeids 

Problfmc. un décagone régulier. 

PROPOSIT. V. L'aire d'un polygone régufier est égal à son pértmtee 
Théorème. multiplié par la moitié dn rayon dn cercle inscrit. 

(Géom., Prop. VII , Théor. ). 
Réciproque. Si la surface d'un polygone circonscriptible II nn €erck 

est égale au contour de ce polygone mnltiplié par la 

moitié du rayon du cercle inscrit , ce polygone est ré- 

gnlier. t 

PROPOSIT. VI. Les périmètres des polygones réguliers d'*an même nombre 

Théorème. de côtés , sont comme les rayons des €:ercles inscrit et 

circonscrit , et leurs surfaces comme les quartés de ces 
rayons (Géom., Prop. VIII, ITiéor. ). 
Réciproque. Si les contours de deux polygones sont entre eux comme 

R : R' et comme r : r', et leurs surfaces comme 
R« : R'« et comme r» : /•, R et r, R' et r' étant le» 
rayons de circonférences concentriques , ces polygones 
sont inscriptibles etcirconsoriptibles aux circonférenMs 
décrites des rayons R et r^ R' et r'. 
PROPOSIT. VU. Etant données les surfaces A et B d'un polygone régs- 
Problème. lier inscrit et d'un polygone semblable circonscrit, 

trouver les surfaces A' et B' des polygones régulier 
i^iscrit et circonscrit d'un nombre double de côtés 
( Géom. , Prop. XIII ). 
Réciproque. * Etant données les surfaces A' et 6' d'un polygone régulier 

inscrit d'nn nombre pair de cAtés et d'îm polygone 
semblable circonscrit , trouver les surfaces A et B des 
polygones réguliers inscrit et circonscrit d'an nombrt 
sous-donble de câtés. 
Autre solution de la proposition XIII. 
llemarques. 
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Itécipro^ue. 



PROPOSIT. IL 

Théorème. 



Réciproque. 



PROPOSIT. I'*. Les obliques également éloignées de la perpendiculaire sont 
Théorème. égales, et de deux ol>liques inégalement éloignées de la 

perpendiculaire , celle qui s'en éloigne le plus est la 
plus longue ( Géom. , Prop. V , Théor. ). 
Les obliques égales sont également éloignées de la per- 
pendiculiSiire , et de deux obliques inégales , la plus 
longue est la plus éloignée de la perpendiculaire. 
Scholie» 
Soit AP une perpendiculaire an .pJan MN , et BC una 
ligne située dans ce plan ; si du pied P de la perpen- 
diculaire on mène PD perpendiculaire sur BC , et 
qu'on joigne AD, AD est perpendiculaire à BC (Géom. , 
Prop. VI , Thpor.). 
Soit AD une perpendiculaire abaissée du point A situe 
hors du plan MN sur la droite BC située dans ce plan , 
si par le point D on mène dans le plan la perpen- 
diculaire DP à BCj et que du point A on abaisse une per- 
pendiculaire AP à PD , je dis que AP sera perpendicu- 
laire au plan MN. 
PROPOSIT. III. Deux plans parallèles sont partout à . égale distance 
Théorème. (Géom., Prop. XII . CoroU.}, 

Réciproque, Si deux pUins sont partout à égale distaivce^ ils sont 

parallèles. 
PROPPSIT. IV. Dans la rencontre des plana»paraUèles par un troisième 
Théorème. plan , il existe les mêmes égalités d'angles, et les mêmes 

propriétés que dans la rencontre de deux hfgam parai* 
lèles par une troisième ( Géom. , Prop. XVII> Schol.}. 
Les propriétés réciproques n'ont pas lieu. 
Lorsque trois droites sont perpendiculaires entre elles , 
les 'Orois plans qu'elles déterminent le sont entre eux 
(Géom., Prop. XVIII, Schol.). 
Si trois plans sont perpendiculaires sntrc eux, leurs in- 
tersections le sont entre elles. 
PROPOSIT. VI. Si deux plans sont perpendiculaires à' un troisième^ leur 
Théorème. intersection est perpendiculaire à ce troisième plan 

(Géoin. , Prop. XX}. 
Réciproque, Si l'intersection de deux plans est perpendiculaire à un 

troisième, ces deux plans sont chacun perjjendiculaire 
à ce troisième. ^ 

PROPOSIT. VU. Si un angle solide est formé par tr-ois angles plans , un 
Théorème* quelconque de ces angles est plus petit que la somme 

^ 4fis ({«ux autres ( Géom. , Prop. XXI , Théor. ), 



Réciproque, 
PROPOSIT. V. 
Théorème. 

Réciproque, 
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Jit:cipro4fkê, Si de trois inglet pUns donnes , Tim quelconque est phf 

petit que U somme de deos antres , et si de plus leu 
somme est moindre qne quatre droite , on poun 
former nn anf^le solioe avec cet trois angles plant. 
PROPOSIT. VIU. Si deux angles solides sont composés de trois angles 

plans éganz cbacnn à diacnn , les plans dans lesquels 
sont les angles ^anz sont également inclinés entre eux 
( Géom., Prop. XXUI , Théor.)* 
St denz angles solides sont form^ par trois angles plans 
également inclinés entre eux, les angles plans feront 
^anx chacun à chacun. 
Remarques. 



Théorème. 



Réciproque, 



Réciproque, 



Théorème* 
Réciproque, 



LIVRE VI. 

PROPOSIT. !'•• Dans tout parellélepipède, les plans opposés sont iffM. 
Théorème. et parallèles ( Géom. , Prop. IV ^ Théor. }. 

Si dans un prisme quadrangnlaire , les plans opposés 
sont égaux et parallèles , ce prisme est nn parallélé- 
pipède. 
PROPOSIT. II. Dans tout parallélépipède , les angles solides opposés 

sont symétriques Fun de l'autre (Géom., Ptop. Y, 
Théor ). 
Si dans lài prisme qnadrangulaire les angles solides oppo- 
sés sont sjrmétriques l'un de l'autre , ce prisme est on 
parallélépipède. 
PROPOSIT. m. Dans tout parallélépipède, les diagonales menées par les 
Théorème. sommets des angles opposés , se coupent mutuellemeat 

en deux parties égales ( Ihid, ). 
Réciproque. Si dans un prisme quadrangnJaire , les deux diagonales se 

coupent mutuellement en deux parties ^ales, ce prisme 
est un parallélépipède. * 
PROPOSIT. rV. . Le plan qui passe par deux parallèles arêtes opposées d'un 
Théorème. parallélépipède ^ divise ce solide en deux prismes trian- 

gulaires symétriques l'un de l'autre ( Géom. , Prop. VI» 
Théor.). 
Si un plan conduit suivant deux arêtes opposées d'oa 
prisme quadrangulaire , le divise en deux prismes 
triangulaires symétriques l'un de l'autre , ce prisme est 
un parallélépipède. 
PROPOSIT. V. Toui^ section faite dans un prisme par un plan parallèle 

à sa base , est égale à cette base (iQéom.^ Prop. YQ» 
Coroll. ). 
Si on coupe un prisme par un plan^ d* manière que k 



Réciproque. 



'i'héorème. 
Réciproque. 
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A section soit ëgale à la base, elle loi sera aussi parallèle. 

PBAPOSIT. VI. Deux parallélépipèdes rectangles qui ont même base , 

Théorème. sont entie eux dans le rapport de^ hauteurs ( Théor. , 

Prop.XII). 
Réciproque, Si deux parallélépipèdes sont entre eux comme leurs han* 

leurs , ils auront même base. 

PROPOSIT. VII. Deux parallélépipèdes rectangles de même hauteur sont 
Théorème. entre eux comme leurs bases ((xéom., Pr(^. XIII). 

Réciproque, Si deux parallélépipèdes rectangles sont entre eux commt 

leurs bases , ils ont même hauteur. 

PROPOSIT. VIII. Si une pyramide • qudconque est coupée par un plan 
Théorème. parallèle à sa base, ce plan divisera les côtés et la 

hauteur proportionnellement ( Gréom., Prop. XVI , 
Théor. , a« ). 
Réciproque. Si un plan divise les côtés d'une pyramide proportion- 
nellement , il est parallèle à la base. 

PROPOSIT. IX. Si une pyramide est coupée par un plan parallèle à la 
Théorème. base ; la section sera un polygoBe semblable à la base 

( Géom. , Prop. XVI , Théor , ao). 
Réciproque. Si la section d^une pyramide par un plan est un poly- 
gone semblable à la base, le plan sécant sera parallèle 
' à la base. 

PROPOSIT. X. Si on coupe deux pyramides de même hauteur ic dont les 
Théorème. bases sont situées sur le même plan, par un plaa 

parallèle à celui des bases; les sections seront .entre 

elles commtf les bases ( Géom. , Prop. XVI , Corol.}. 

Réciproque. Si deux pyramides de même hauteur Sont coupées par 

un plan tel que les sections soient comme les bases, les 
sections sont parallèles aux bases. 

jiutre réciproque. Si deux pyramides quelconques qui reposent* sur un 

même plan, sont coupées par un plan parallèle à celui 
des bases, ensort^que ces sections soient entre elles 
comme les bases, elles auront même hauteur. 

PROPOSIT. XL Deux pyramides triangulaires semblables ont les fkces 
Théorème. homologues semblables, et les angles solides homologues 

^gaux ( Géom. , Prop. XXIII , Théor.). 
Réciproque* Si deux pyramides triangulaires ont les faces homolp^es 

semblables et les angles solides homologues égaux, elles 
sont semblcibles. * * . 

PROPOSIT. XII. Deux pyramides triangulaires semblables ont Jes côtés 
Thcorème. homologues proportionnels (Géom. , Prop. XXIII ^ 

Cor. I ). 
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xvj TABLE 

Metpro^mt. 8k àm pyrmiito trumgntoii optlM çMi lAinly 

prôporàotuuliyelcifOBtftnbhbles. * 

nOPOS. XŒ. Dans deux pyramidet triapgakiiM MabUbkSy RnB- 
ThtotaM* ntiion dt demt facw yidcony m » cet égite'à Phet" 

aaifon dn fiMci homolog— t dan* r«ntn (IM, 
GoroLn). 
Si dens pyraniidflf triangiUairM sont leQat qiM FbdiMÎ- 
MQ dt deoz faeep qadcDiiqiia dt rane «ois ^pJeàfbL 
dmaitoii de deaxiiMetdel'alUny €•• dtns pgmmîdii 

Si <m coope une pyramide triawgnhiiw pty om plmpirti* 
lèleàsabaM» la pyramide partieilt cet atmbUbk à h 

pyramide totale (/&ûl. , Goiol. m }. 
Si dm pyramides triangulaires aont femblablei et qae foB 

soperpost les angles trièdras oa ao&dca mu soôwiet, ki 
* bases seront parallèles. 

nOPOSrr. XV. si on conpe anèpyramide qoe|conqat pv on pianpinl- 
Th^orème. ièle à la baae, la pyramide paitidie tat aenliUibà 

la pyramide totale ( Ibid., GorolL IV }• 
Si deiût pyramides qoelcon^pies sont scmlilaHffi et qne 
Ton sapeqpose les angles ans somtntta, les bases sotoat 
parallèles. 
DeoK polyèdres semblables ont les foeea homologws ssb- 
blaUeset les angles solides hmnologiies éffua, (GésM. t 
Piob.XXiy,Thë9r.). 
^Si deoz polyèdres ont les faees semblables cbacme I ehs* 
cane , et les angles solides ^nx cbacnn à cbacas i ib 
sont semblables. 
PROPOS. XVII. Si avec quatre sommeu d'on polyèdre , on forme «ne 
Tb^orème. pyramide triangulaire , et qu'on en forme nue se- 

conde avec les quatre sommets bomolognes d^un po- 
lyèdre senAbtable , ces deux pyramides sont sembiaUet 
(/&iU,Cor.). 
Réciproque» Si deux polyèdres sont tels qu'en joignant quatre sob- 

mets quelconques du premier et les quatre sommeti 
correspondans du second , on forme denz pyramidci 
triangulaires semblables , ces deux polyèdres terost 
semblables. 
PROPOS. XVIII. Deux diagonales homologues quelconques de deux po- 
Théorèrae. lyèdres semblables , sont entre elks comme deux cdt& 

bomologues quelconques ( Ibid» }• 
Réciproque, Si deux polyèdres sont tels qu'en joignant deux sommets 

quelconques du premier , et les deux soinmets cooei- 






PROPOS. XVL 

AiMOcemie* 



Réc^roque, 
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,» pondans das«cond, les deux diagonales qu'on obtiem 

soient 'totre .elies con^e deux côtes corrcspondans 

quelconques , ces deux polyèdres sont semblables. 

l^ROPOSIT. XIX. Deux polyèdres semblables peuvent se partager en un 

Théorème. même nombre /de pyramides triangulaires semblables 

chacune à chacune , et semUableyient place'es ( Géora. 
Prop.XXV). 
Réciproque. Si deux polyèdres sont décomposables en an même nombre 

de pyramides triangulaires semblables chacnne à cha- 
cune et semblablement disposées , ces deux polyèdres 
seront sembllibles. 
PROPOSIT. XX. Deux pyramides semblables sont entre elles comme les 
Théorème. cnbes des côtés homologues (.Géom. , Prop. XXVI ). 

Réciproque. Si deux pyramides sont entre elles comme les cubes 

des côtés homologues, elles sont semblables. 
PROPOSIT. XXI. I^uz polyèdres sen]d>lables sont entre eux cojttâièies cub^i 
Théorème. des côtés homologues (Géom. , Prop. XXVII ). 

Réciproque, - .Si deux polyèdres sont entre eux comme les cubes des 

«ôtés homolognesi ils son^ semblables. 
Remarques, 

LIVRE VII. 

E^OPOSIT. I'*. Toot grand cercle divise la sphère et sa surface en dens 
Théorème. parties égales (Géom.» Prop. I, Cor. III}j 

liéciproque» Si un cercle divise la «phère et sa surface en deux parties 

égales , il passe psrr le tentre de la sphère. 
PROPOSIT. II. Le centre d'un petit cercle et celui de la sphère sont sur 
Théorème. une même droite perpendiculaire au plan du petit cercle 

• (iWrf,cor.IV).- 
Réciproque . Si du centre de la sphère on abaisse une perpendiculaire 

sur le plan du petit cercle , le pié de cette perpendicu- 
laire sera le -centre du petit cercle. 
PROPOSIT. III. Les petits cercles son( d'autant plus peti& qu'ils sont 
Théorème. plus éloignésr du centre de la sphère ( Ihid, Cor. V ). 

Réciproque.- Les petits cercles sont d'autant plus éloignés du centre de 
' la sphère qu'ils sont plus* petits. 

PROPOSIT. rV. Si l'on mène le diamètre DL perpendiculaire au plan 
Théorème.- du grand cercle AMB, les extrémités D et L de ce 

diamètre sont les pôles du cercle AMB et de tous les 
petits cercles,comme IKK,qui luisontparallèles(Géom.y 
Prop. VI, Théor.). 
Réciproque. La droite DL qui joint les pôles D et L du grand cercle 
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PROPOSIT. !'•. 
Théottee. 



Réciproque^ 



PROPOSIT. IL 

Thdorème. 
Réciproque* 



PROPOSIT. m. 

Théorème. 



Réciproque, 



PROPOSIT. IV. 
Théorème. 



Réciproque. 



TABLE 

AMB etda petit cerdc INt! » fMwse par lacentre de ces 
cercles y et leur est ^ 
Remarques, 

LIVRE VIIL 

« 

Si on coupe an cylindre par un' plan perpendicohiR 
k r«ze , c'eit-k-dire , parallèle à la base , la secdoo 
nfsnltante est nn cercle ëgd à chacnne des bases (Géoflu 
Ddinit.1). 

Si Ton coupe un cyltiaclre. de manière que la section toit 
an cercle ^1 à la baae , et dont lê cenàv sbit dam l'a» 
de ce cylindre , le pUn epx détermine onc te&e section 
est parallèle & la base. 
Remarque. 

Tonte section faite saiTont l'axa iliv^rlnid^, est donKledn 
rectangle génératenr ( Ibid ). 

Si un plan coupe an cylindre , âe maniève que fa section 
soit un rectangle double da rectangle générateur , cetH 
section passe par Taxe. 

Si Ton coupe un cône par an plan parpendicolaire k 
Taxe , c^est-àfdife , parallèle & sa base , la section résul- 
tante est un cercle dont le centre est dans Taxe dn c^m 
(Géom., Définit. II). 

Si Ton coupe nn cône de manière qae la aection iésal' 
tante soit us cen*ie qui ait son Centre dans Taxe de ce 
cône , le plan qui détermine une telle section est paral- 
lèle à sa base. 
Remarque, 

La surface convexe d\in troûc de cône est égale l son 
côté y multipKée par la circonférence d'une section faite 
à égale distance des deux bases ( Géom. , Prop. VIU^ 
Théor. ). 

Si l'on coupe un cône SAB par un jflari DE, de maniètt 
que la surface convexe du solide ABED soit ^ale as 
produit de BE par la circonférence que détermine ob ' 
plan conduit par le milieu de la perpendiculaire abais- 
sée d'un point quelconque du plan DE sur le plaa 
de la base AB Je dis que le plan DE est paralièie i 
la base AB. 
Remarques. 
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RECUEIL 

DE THÉORÈMES ET DE PROBLÈMES. 



Sur Us Lignes et sur 7es Triangks, 



Problème 1er. 
3Fig. ^, 67 et 68. 

QTheorème I«r. 
Fig. 69. 



Fig. 70. 



problème II. 



Fig. 71. 



Fig. 70. 
Tbéorème'II. 

Fig. 70- 



Deux droites ^t pn point ^t2(pt donn^ , mener par le point 
une droite qpi aille passer par le point de concours des 
deux droites. Seconde cous.^uction à démontrer. 

Si.il partir dn^oinmet A d^iiii triaojgle ABC, on divise 
çhacup des côtés contigus A£ , AG «n un même nombro 
parties telles «que Top ait 

AD : AE :: DF : eg :: fa : gi :: hb : ic, 

et <pci'on joigne les points B et.G avec les points da 
division, correspondans , par les droites >BE et CD, 
BG et GF, Bi et GH , toutes ces droites se couperont 
deux à deux sur la Ugne menée du sommet du triangle 
au milieu de la base. 

Corollaire, i^ts droites menées des trois sommets d^un 
triangle aux milieux des cètés opposés , concourent en 
UM même point. , 

Démonstration directe de cette proposition. 

'Soient D , ^ > P les milieux des trois côtés d'un trianglo 
quelconque ABG, formons le triangle DEF : soient G , 
H, I les milieux des trois côtés de ce nouveau triangle 
qui donnent le triangle QHI ; formons de la même ma- 
nière un troisième triangle KLM , et ainsi de suite indéfi* 
ninfent : on demande un triangle dont la surface soit la 
limite de la somme des surfaces des triangles DEF^ GHI, 
KLM, etc. ^ 

Corollaiwe, Les droites menées des trois sommets d'ua 
triangle aux milieux des côtés opposés , se coupent en 
un même point. 

Autre démonstration de cette propriété. 

Soient D, E , F les milieux des trois côtés AB, AG, BG d^un 
triangle quelconqne , si on les joint avec les sommets des 
angles opposés , ces ligues se couperont qp O , et on aura 



•a 



AO 4- BO -t- GOv= i (AB -♦• AC +■ BG J. 
Corollaire, 



XX 

Problhne IIL 
Fig. 7a. 



Tbëoi^me KL 
Fig. 73. 



TABLE 

Ecant doimëet de pocidon ttoif droites qiii se reacoiiticni 

deux à deux , et iin triangle , constmire^ lo un triangle 

équivalent j iP un triangle semUable , sons la condition 

que chacun des sommetf soit situé sur chacune des droites. 

Les trob hauteurs d'un triangle qookonqae , concourent eo 

un même point. 
Autre de'monstration. 

Ohtetvations: Soit ABC an triangle , et a, &, e les mi- 
lieux des côtés respectivement opposés aux angles A , B , 
C ; si on forme avec a ^h ,e le triangle ahcy les perpen- 
diculaires élevées sur les milieux <iy b^e des côtés da 
triangle ABC , seront des perpendiculaires abaissées des 
sommets a , 6 , c du triangle abc lor les côtés opposéi c 
•oient a*, b\ i/ les pieds de ces perpendiculaires , ù oa 
forme le triangle ^'h'</, ki perpendiculaires dont il 
vient d^étre question , diviseront ^alemoit les angles da 
triangle a^b^c. « 

Le centre du cercle circonscrit & un trianf^e » le pojnt com- 
mun des ^rois hauteurs et celui des trois lignes menées de 
chacun des angles aux milieux des côtés opposés , sont 
toujours en ligne droite. 
Si d^un point quelconque pris dans Tint^eur d'*an triangle 
équilatéral , on mène des perpendiculaires sur les trois 
côtes , ,l«ur somme sera «^ale à la Ipnteur du triangle. 
On propose la démonatration de ce théorème. Si des trois 
sommets d'un triangle*, on' abaisse des perpendiculaires 
sur les uois côtés , les troiaparties de ces perpendiculairef 
entre le point de concours et les sommets^ valent en 
somme les diamètres des cercles inscrits et circonscrits. 
Tliéor.VIetVII. Si par un point quelconque Ode la droite BE menée da 



Théorème IV. 
Fig. 75. 



Théorème V. 
Fig.7(i- 



Fig. 71,70. 



Problème IV- 

^\' 77- 

Problème V. 
Fig. 78 et 79. 



Problème VI. 
Fig. bo. 



sommet B d''un triangle au milieu de fa bjiae AG , on tire 
la droite COF, et que par F on mène à AC la paraUèie 
FD , les trois points A , O, D sont en ligne droite. 

Etant données deux parallèles FG , AL , et un point B 
hors de ces lignes , on propose de mener par B une ligne 
BA telle que la différence £A — BE soit une ligne donnée. 
Remarque, 

Etant données deux droites AB, CD qui se rapprochent, 
mais qu'on ne peut prolonger jusqu'à leur point de con- 
cours , on propose de diviser également l'angle qu'elles 
doivent faire h leur point de rencontre. Seconde solution. 

Etaut donnés I9 base AB d'un triangle, sa hauteur AC et 
le rectangle AG X AJET de« deux autres côtés /construire ce 
triangle. 
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Problème VIL Etant donnés la base , la haatenr et le rapport des deux 

Fig. 8i. autres côtés d'un triangle , construire ce triangle. 

Problème YIII. Etant données la base , la hauteur et la somme des deux 

Fig. 8a. autres côtés d'un triangle , construire ce tfiangle. 

Problème IX. Etant données la base , la hauteur et la différence des deux 

Fig. 83. autres côtés d'un tiÉangle, construire ce triangle. 

/Problème X. Etant donnés la base , la hauteur et l'angle du sommet d'un 

Fig. 84. triangle , construirece triangle. 

Problème XI. Etant donnés ta base , l'angle opposé et la somme des deux 
Fig. 85. autres côtés d'un triangle , construire ce triangle. 

-On propose ce problème : Etant donnés la base , l'angle 
opposé et la différence des deux autres côtés d'un triangle, 
' « construire ce triangle. 

Problème XII.* Etant données les longueurs des trois droites AM, BWy 
Fig. 86. . CM'', menées des sommets des trois angles d'un triangle 

aux milieax des côtés opposés , construire le triangle. 
Théorème VIII.' Démonstration nonvelle du quarré de l'h3rpoténnsc. 

Fig. 87. Remarques, 

Théorème IX. Les deox droites BF , CE , ainsi que la perpendiculaire AD 
Fi g. 88. abaissée du sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle 

ABC sur l'hypoténuse BG, se coupent en un seul point O* 
Théorème X. Démontrer les deux formules 

'^* ^* BC W.Î5Ï V AC *hP aAB x AD. 

Remarque. 
Problème XIII. Eleye^ jine perpendiculaire à l'extrémjté d'une droitequ'on 

•Fig. 90. ne peut prolonger. 

IMiéorème XI. Si des deux centres A et B , et avec les rayons AP , AQ , on 
Fig. 91. décrit des arcs qui se coupent en P et p , Q et </ , 10 les 

f>oints Q,^, p, q sont en ligne droite i a^ les droites 
AB et IPp , AB et Qq se couperont à angles droit' 
ma. deux parties égales au point M, «et les parties QP^ 
qp seront égales. 

Corollaire, QM*= AQ*— ÂM* . 

ThéofèmeXII. On a AQ = AP'-f- PQ*-*- Vp x FQ. 

Théorème XÏU. On a AQ*z= Â^' -4- jÏQ ^- Pp X pQ. 

Corollaire, Dans un triangle quelconque , un côté quel- 
conque est à la somme des deux autres côt^ , comme- 
la différence de ces côtés est à la différence ou à la 
somme des segmens que fait sur ce côté la perpondi- 
culaire menée de l'angle opposé , suirant qu'elle tombe 
CQ dedan» ou en dehors du triangle^ 
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lad) TABLE 

Problème XIV. Dans Qtl triangle ëqdilatëral, tMcrire tm hexagone rëgnlier; 
Théorème XIV** 8i les troh cdcés d^nn triangle on feun protongemenc 
Fig. gsi. sont conpës par nne trantrersale qoelooncfne indéfinie, 

* Il y anra sur la direction de cbamin des cAtëi da 
triangle , denx segmens formés par la tranaYcnak , et 
tels, qae le prodilt de trois d'entre eux , n'ayant au- 
cune Âtrémité commune i est égal an produit des trois 
autres. * 

Théorème XV. Si par un point quelconque ^ris dans le pUm d'uA triangle , 
Fig. 93. cm mène sur chacun des c6tés une transversale qui passe 

par Tangie opposé, on obtiendra aiir chacun de ces 
c6t6ê , dsul segmens tels , que le produit de trois d'entitt 
eux , n'ayant aucune extrémité commune , aéra ^ sa 
produit des trois autres. * 

Remarque et Corollaim I et Jl. 

Division deê Triangks. 

Problème XV. DiTÎser un triangle en d<mk parties qui soient entre elles daas 
Fig. 94 9 9^* nn rapport donné, i« par une ligne parunt du sommet; 

aa par une ligne parallèle à l'un des côtés^ 
Problème XVI. Partager un triangle en trois parties equivalenles, i* par 
Fig. 96 , 97 , 98 , des droites qui partent d'un point donné sur un des 
99. cdtés ; 9* par des drotiM qui partent d'un point donné 

dans l'intérieur du triangle. 
Problème XVII. Etant donné un triangle ABC » frqmrar 'dans sa sniiacs 
Fig. 100. un peint F tel, que les lignes tiréea de ce point aux 

trois angles , partagent le triangle en trois parties équi- 
valentes. 
Problème XVIII. Partager un triangle en denx parties proportionnelles parone 

Fig. ICI. ligne EF perpendiculaire à la base. 

Probième«XIX. Partager un triangle par une droite miinimum en deoi 
Fig. 102. parties qui soient entre elles dans un rapport donné. 

On propcftc de diviser un triangle scalène eti quatre sur- 
faces équivalentes par deux lignes perpendicalaim 
entre elles.' • 

Sur les Figures à quatre côtés. 

Théorème XVI. Si l'on joiiit deux à deux les milieux des côtés d'un qua- 
Fig. io3. drilatère quelconque , la figure résultante sera un parai' 

Iclogramme. 

Théoièmc XVII. Soit EFGH un quarré inscrit ; inscrivons 'dans ce qoarré 
Fig. 104. le quarré IKLM, dans ce dernier le quairé PQRS, « 
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ainsi tle suite : la limite de la somme de toss oos ^arre'< 
est le qaarré circonscrit ABÇP« , . 

Problème XX. Etant donnée la différence AG entre la dingonale et le côt^ 

Fig. io5. d'un quarré , q^nçtruire ce ^uarré. 

Théor. XYIIX. Soit un quadrijatère A]^CD : si on prolonge les câtés 
Fig. io6. A9 , PÇ ; AP , J^C jusqu'à ce qu'ils se rencontrent en F 

et G, on aura un autre quadrilatère ABFGGDA, ayant 
les trois diagonales AG » BD , FG qui se coupent deax à 
deux, saroir , BD , AG en / , BD , FG en k , AG , FG 
en ^ j et chacune de ces diagonales est coupée par les 
deux antres en scgmens proportionnels. 
Corollaires I et IL 
Problème XXl. Etant données quatte droites ', telles que la somme de trois 
Fig* 107 9 108. d'entre elles, soit plus grande que la quatrième, construiro 

im quadrilatère inscrit dont tes droites soient les côtés , 
sous la restriction ^e deux d'entre elles soient assignées 
comme côtés opposés. 
Théorème XIX. L'aire d'un quadrilatère «st égale à la moitié du produit de 
Fig. 109. la somme de ses deux diagonales , par le sinus de l'angle 

qu'elles comprennent. 
On propose , i* de démontrer que si deux quadrilatères 
ont deux diagonales égales , et faisant entre elles le 
•même angle , queUe que soit la manière' dont elles se 
coupent , ces quadrilatères seront équivalens j a» de cir- 
-conscrire h un quadrilatère donné un autre qu'adrilatère-y 
de manière que les côtés du premier, adjacens à un côto 
du seccftid , lui soient également inclinés. 

Division des Quadrilatères. 

Problème XXII. Diviser un quadrilatère en den^ parties qui soient entre 
Fig. iio, III. elles dans un rapport donné, de manière que la ligne 

de division soit parallèle à un des côtés du quadri- 
latère. 
Problème XXIII. Diviser un quadrilatère en (jleux parties dans le rapport 
Fig. lia. de ni k n par une droite pcrpendicnlaire à l'un de ses 

côte's. 
Problème XXiy. Partager le quadrilatère ABGD'par'une ligne DE partant 
Fig. 1 1 3. du sommet de l'angle D , ^e telle sorte que les deux parties 

AGDE , EDB soient dans le rapport demk n. 
Problème XXV. Partager le quadrilatère ACt)B eh deux parties qni soient 
Fig' 1 13. dans le rapport de m- h n , et de manière que la lign» 

Ae division parte du point M donné sur le côté AB« 
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ProMf-mcXXVI. Diti»er un quadrilatère en trois svrfacet ^quÎTalentes ]>ardei 

Fig. 1 14** lignes tin^ de IHin des angles. 

ProU. XXVn. Dnriser un quadrilatère en trois surfaces ëquiralentes par ^ 

Fig. 1 15 , i^. lignes menées d^nn polit E pris sur Fan des c6tës. 
Probl. XXVni. Des sommets de deax angles opposés d'un qnadrilat^ , 
Fig. 1 15 , a** mener deux lignes qui se rencontrent , et de leur intenec' 

ûim une autre ligne, ensorte ^e les trois surfaces résoi- 
tantes soient ëquÎTsl^ntes. 

• Du Cercle, 

Xhëorème XX- Si on fait tourner le système des denz tangentes Tt, Tt dans 
Fig. I i6r le plan du cerck mt^^ de manière qa Viles soient lonjonis 

touchées en c et t' par Iccerde <m(% le point T de con- 
cours d(fcrira le cescle concentrique TINT. 
P^blème XXIX. Mener par un point pris dans un cercle une corde égale à 
Fig. 117. une ligne donnëe plus petite que le diamètre de ce cercle. 

Problème XXX. Deux cercles étant donnés de grandeur et de position, 
Fig. 118. les couper par une droite, de manière que les parties 

• inierceptëes soient égales à une ligne doimëe , cette ligne 

n'étant pas plus grande que le diamètre du plus petit 
cercle , ou de manière que çh parties soient dans un 
rapport donné. 
ProUèmeXXXI. Si l'on suppose qu'une ligne MX tourne de manière 
Fig. 119. qu^eUe soit toujours touchée dans le même point M 

par la circonférence AMB , tiouver la conrbe que dé* 
crit dans ce mouvemeftt, un point N donné sur la 
tangente. 
Probl. XXXII. Trourer sur le cercle un point de tangence IVÏ , tel , que Jes 
. Fig. 130. parties MR , MK' comprises entre ce point et deux axes 

perpendiculaires qui se coupent au centre, soient cntrç 
elles dans le rapport donné de /i h m. 
Probl. XXXIII. Trouver Pexpression de /a surface comprise entre deux cii- 

Fig. I3T. conférences concentriques. 

P^obl. XXXIV. Le diamètre A6 d'un demi-cercle AMB étant divisé en deux 
Fig. laa. parties quelconques AD, DB j sur ces parties comme 

diamètres , soient décrits deux demi - cercles AIND , 
DLB 'j on demande un cercle équÎTalent à la surface 
ANDLBMA. 
Probl. XXXV. Etant donné un cercle , trouver quatre autres cercles dont 
Fig. ia3. la somme des surfaces soit égale à celle du cercle donné, 

et dont les rayons soieat entre eux co|uut les lignes doQr 
pécs ûfbfC^ d. 
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Prob. XXXVI. Diviser la circoDference d'un cercle en qaatre parties 
Fig. ia4' égales, en ne faisant usage que, du compas. 

Remarques, 
Probl. XXXVII. Diviser une circonférence en hait parties e'gales^ en ne 

. Fig* 1 34. faisant usage que du compas. 

Frobl. XXX Vm. Diviser une circonférence en douze parties égales, en n« 

Fig. iq4* ' faisant usage que du compas. 
Problème XXXIX« Trouver les racines quarrëes de tons les nombres entiers , 

Fig. ia5 , ia6. en ne faisant usage que du compas. 

Pjro)i)lème XXXX. Dans un cercle d'un rayon donné , trouver, éta ne faisant 
Fig. 137. usage que du compas , une corde ^i diffère peu du 

quart de la circonférence rectifiée. 
Remarque. 
Problème XXXXI. Etant donnés trois points non en ligne droite, déter- 
Fig. ia8, lag, i3o. minef tous les triangles équilatérauz dont les côtés 

passent par ces points ; assigner le plus grand et le 
plus petit. 

Des aires du Cercle , du Secteur et du Segment. 

Probl. XXXXII. Trouver l'aire d'un*cercle dont on connaît le rayon. 
Frobl. XXXXUI. Déterminer*ralfe d'un secteur dont l'arc est de n grades 

et dont le rayon =: r. 
Probl. XXXXIV* Calculer l'aire du segment dont l'arc est de.it grades, et 

dont le rayon = r. 

Des contacts des Cercles, 



• 



Pfobl. XXXXV« Etant donné un cercle, on propose de lui mener une 

Fig. i3i. tangente sous un angle donné avec une ligne donnée, 

probl. XXXXVI. Décrire un cercle tangent au point O d'une ligne donnée, 

Fig. i3a. et qui passe par un point M donné. 

IVobl. XXXXVII. On 4onne le rayon d'un cercle et on propose de trou- 
Fig. i33. ver la position de^ibn centre , sous la condition que 

le cercle touche les deux droites données et non pa** 
rallèles AB , AG. 
Prob. XXXXVIII. Mener une tangente commune à deux cercles dont les 

Fig« 134) i35. centres et les rayons son^ donnés. Autre solution. 

Probl. XXXX IX. • Décrire un cercle d'un rayon donné qui passe par vm 

• y Fig. i36. point donné et qui touche une droite donnée. 

Prciblème L. Décrire un cercle qui passe par deux points donn^ et qui 

Fig. 137. touche une droite donnée. 

On propose de trouver sur ame droite donnée le lieu da 
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Problème LI. • 
Fig. i38, 139. 

Tbcorixne XV. 
Fig. 140. 



Tb<forèiii« XXn. 
Fig. 14t. 



ProbUme LIJ. 
Fig. i4a, 143,144. 

Problème LIII. 

Fig. 144. 

• 

Problème LIV. 
Fig. 145, 146. 



Problème LV. 

Fig. 146. 
Problème LVI. 

Problème LVU. 
Fig. 147, !• et a®. 
Problème LVIII. 
•Fig. 148, 149, i5o, 

i5i. 
Problème LIX. 
Fig. i52. 
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sommet da plus grand angjle dent les côcëi ptiiatptt 
4euz pointi donnés. 

Décrire nm cercle ^i passe par on point donné, et 
qui soit tangent à deny droites données. «Antre so- 
latioA. 

Si quatre cercles touchent ch^con c^ttérienfcment ou in* 
tériénrement troia côtés d'ni| quadrilatère qnekoaqoe, 
les. centres de ces ^cercles feront aor wae même ci^ 
conférence* * 

Ranarque. 

On propose de démontrer que ai les c/^tÀ d^ quidii- 
tère circonscrit touchent une cinconférence aax som- 
mets des angles d'nn quadnlaière inscrit , leurs diago- 
snales se couperont toutes an iniéme point. 

I*. Si Ton mène une tangenH RIT' nn^ deux coda 
qni ont pour centres G et C» tangente qui rencoatroa 
en R la ligne des centres OG » et qne par les pointi 
de tangence t et f du cercle G* arec les cercles C 
et C, on mène une droitje tt, cette droitb«ra pasKr 
par le point R dans tontes les positions dn cercle tia- 
gicnt G". 9*. Sî par le p(Hnt R on mèpe lea sécantes 
fim'm , Kn'n , |es qpatra points m% m,», jk' seront sn 
nne même circonférence. 

Imicrire d^s un cerc],e donné trois cercles qni le tondicnt 
et qui se touchent entre en^ Autre solution par le 
compas seulement. 

Du centre A décrire un cercle qui tonehe les trois cercks 
inscrits par la construction précédente et dont les cestre»' 
sontP,Q,R. 

Inscrire au moyen dn compas , dans tm cercle d'un rajon 
donné , quatre cercles qui lui soient tangens , et fii 
soient tangens entre eux. 
Remarque, 

Du centre A décrire un cercle qni touche les quatre^ 
résolvent le problème précédent. 

Décrire un cercle tangent h trois droites données qoi oe 
soient pas toutes parallèles. 

Décrire un cercle tangent à deux droites données et à na 
cercle donné. 

Décrire un cercle qui passe par nu point doniié et qni 
soit tangent à nne droite et à un cercle donnes de 
position. 

Décrire un cercle tangent à nne droite et à deux cerclei 
donnés. 
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Problème LX. Décrire un cercle qui passe par deux points donnés et 

Fig. i53, i54* qpi touche un cercle donné. 

Remarque, 

Problème LXI. Décrire un cercle qui pjisse par tin point donné et qui 

Tig. I^4,i55yi56. soit tangent à deux cercles donnés. Antre solution. 

Problème LXÛ. Décrire un cercle tangent à trois cercles donnés. Auire 

Fig. i57 , i58, \5g, solution. 

i6o. Remarque, 

Théorème XXIII. Soit ABC un triangle Quelconque inscrit dans un cercle ; 
Fig. i6i. si par chacun des sommets ou mène une tangeii^ pro- 

longée jusqu'à la rencqntre des côtés opposés ena^b, c^ 
les trois points a , ^ , c seront en ligne droite. 

Théorème XXiy. Soit le quadrilatère inscrit ABGD , 'si Ton prolonge les 

« Fig. 163* côtés opposés AB, CD jusqu'à leur rencontre en m, 

les autres côtés opposés AD , BC jusqu'à leur rencontre 
en n , et qu'oB mène par les extrémités des diagonales 
AG I BD ies tange^tes^if» et Çp , B^ et D^ /^^es quatre 
points m^n^p^q sont en ligne droite. 

Théorème IQLV* Soient A, Bj G les centres de trois cercles tracés dans 
• Fig. i63. un même plan ; concevons qu'on mène des droites 

qui toudient ces cercles deux à deux extérieurement , 
et soient a , b ^c les points oii ces tangentes coupent 
les lignes 4es centres prolongées , c'est-à-dire , soit a 
le point oii la ligne des centres BG est renconuée 
par la tangente extérieure aux cercles B et G , et ainsi 
des autres , les trois points a , 6 et e se trooreront en 
ligne droite. 

Théorème XIXVI. Soient les taugentéb intérieures TT', tf. *r*/^et soient 
Fig. i63 , 164. è', a', c les points dans lesquels eUes coupent respec«r 

tivement les lignes des centres; i« les trois transversales 
Am', "Bb'f Ce' se coupent en un même point D j a» les 
points b'a^c, c'a'b, c*b'a sont en ligne droite. 
^ Théorème XXYII. Soit un demi-K:ercle AB \ soit G un point quelconque de^ 

Fig. i55, 166, i<^t son diamètre; construisons sur les segm^ns AG , GB 
a^. les deux dend-cerdes AGG , GMB ; du point G élevons 

GD perpendiculaire sur AB , et décrivons les cercles 
GFE , MLN qui touchent de part et d'autre cette per- 
pendiculaire et les arcs des demi-cercles ; je dis^que ces 
deox cercle^ seront / égaux entre eux. 

Questions â résoudre, 
Fig. 167, 168, 169, 

170J171 » i**cta«, Voyci les énoncés , pages 160 et 161. 
172,173. 
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* Des Périmètres et des Aires de quelqtus Pcfy' 

gones réguliers. Quadrature de qudqm 
espaces limités par des arcs de Cerck A 
des droites. 

Théorème XXVIII. Le c6te' da triangle ëqoilatéial circonscrit est 2RV3| K 

Fig* i>4< . ^tmt le rayon da cercle inacrit. 
ThëorèoM XXIX. La troisitee proportionneOe a«s périmètres da trittgk 

équilatéral et da qnairé cûconacrit» à on code , ett 

égale à la troisième proportiomielle ans pàiaèoci 

du triangle éqailaiéral et da ^pané circooscnli i ee 

même cercle. • 

Tlicorème XXX. L*aire troisième proportiomielle mnx «ires da tÔMni^ 

• ëqaîlatéral et da qaarrrf ciiconicrîts , est ^ale à Faiit 

. troisième ftopertioaiielie eux aires da triangle épiU- 

téral et da qaarré inacrils k ce cercle. 

Théorème XXXI. L'aire troisième proportiomielle aoz aires de Itaspmf 

et de Poctogone inscrits , est ^{ale à raire tranfeoM 
proportionnelle k celle da trian^^ ëqoilaiàal et do 
qaarré circonscrits. 
Théorème XXXII. L'aire da dodécagone inscrit est i%ale à trois fois k qusné 

da rayon. 
Corollaire et remarqhe. 
Théorème XXXIIL Le qaarré da cAté da pentagone r^^olier inscrit dam u 
Fig. 1 7$. cercle , est égal au qaarré da cAttf de l'hexagone, plus ao 

quarré da cdté da décagone. 
Théorème XXXIV. Si sur les trois côtés d'un triangle ABC rectangle en A, m 
Fig. 176. décrit des demi'circonfc'rences BnmC, CMA,BXA) 

on aura aire GmAM -4~ s^re BnAPÎ = aire BAC. 
Remarque, 
Théorème XXXV* Si deux cercles de rayons égaux se coupent en A et B, 
Fig. 177. et que de Pun des points d'intersection A , on mène une 

ligne AC qui coupe Parc intérieur en E ^ et Tare ate- 
rieur en C , Taire mixtiligne EmBnCE sera égale àicelie 
du triangle EfiC 
Théorème XXXVI. Si deux cercles de même rayon se touchent en C, etqœ 
Fig. 1 78. par le point de contaot on fasse passer an troisième cerdf 

de même rayon, Taire AFGEDPÏBMA = aire ABGD* 
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Division des Surfaces. 

lème LXin. Diyiset le pentagone irr^gnlier ABCDE en trois snrfacc» 
^^S' '79* ë^oivalentes par d<;8 lignes tirées du point O dennë sur 

lecdtëCD. 
lème LXIV. Diviser la surface du pentagone ABGD£ en trois portions 
Fig. i8o.- ëquiyalente»par des lignes tire'es de l'angle D. 

lème LXV. Diviser 1^ surface du pentagone ABCDE en trois portions 
Fig. iSi. équivalentes par des lignes tirées des points et P don- 

nés sur le côté CD. 
[ème LXVI. Diviser la surface du pentagone ABCDE en deux portions 
Fig. i8a. qaï soient entre elles dans le rapport de m à n , avec 

cette ccftidition que la ligne de cÛvision parte du som* ~ 
met de l'un des angles. 

ème LXVII. Diviser nn polygone quelconque en un certain nombre 
^ig. i83. de surfaces équivalentes par des lignes parallèles à un 

des* côtés du périmètre. 
. LXVIII. Diviser en deux surfaces univalentes le polygon» 
ig. 184. ABCDEF par une drpite RR' parallèle à une droite 

xf donnée de position. 

Sur les Plan». 

ème LXO£. Par nne droite donnée dans l'espace ^ mener un plan pai* 

rallèle 11 une droite donnée de position. 

L*. XXXVII. Si un plan et une ligne sont perpendiculaires à un plan, 
^ le plan et la ligne sont parallèles. 

r. XXXVni. Si un plan est perpendiculaire à une ligne , il est perpen- 
diculaire à tout plan mené par cette ligne. 

r. XXXIX. Si parallèlement à une droite donnée de position , on. mène 

deux plans qui se coupent , Pintersection de ces plans 
* sera parallèle à la droite. 

Corollaire, . 

ème XXXX. Si par la diagonale d'un parallélogramme on mène un 
plan dans une position quelconque , et que par les som- 
mets des angles du parallelogcamnie opposé à cette dia- 
gonale , on mèno deux perpendiculaires au plan , ces 
perpendiculaires seront égales. ; 

. XXXXI. Soit GN l'intersection des -deux plans NM , Nm j soit«t 

g. iS5* A un point situé hors de ces plans ^ soient AP, Ap 

• les deux perpendiculaires abaiséées de ce point sur 

les mêmes plans ^ je dis que l'angle jpAP formé par 

ces deux perpçudicalaires , est i%al à celui que ioïtt 
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BMiare de Paofj^ dièdra «m de r«ig|b da den {1» 



PioUèMUOL 
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Ob pMpBW n toniipil OCt ^pMStilonB SWIHflel ^pd MMÉI 



Im nighi fonnéi fit vamàgQUm^màoaÊqÊt,mtèBi 
pba» pntBâeiy ■ont 



Sî par un point d^one draie» oa aène inijplnpaf«i' 
cidaird à oatii dioltt« €t Aed peipcnAicrfneiàeeBi 
droite f cci perpeodicdUm nomnidink pfaoi. 

Une droite est pèrpendieQlnm à «n piai, ko^iVli 
fomitf des «ngiei éçÊUX rnnki tioie droiteiateHipr 
•on^pië djUM le-pleo. 

•Ptr nn^oint pne eor «M'dbMa on ko» dtaedwKi 



•• otue droite : Mate 
py nMMr qn'w. - 

J^iKpltns^oBtrpenlMte^'loHiiteViant peiproMvNi 
chacno k «n ligo^droile^jMtdciis dioîMiioitpirf- 
lèlei : n les dens droim ne «ont pas ptniWlfi, inii^"' 
^'«s'oonpent. 

Lors^pe par pinsîeiin pointe d'un Bi^ÉBe.plin lOIr * 
'ttiène'lûn de eepisndes ati^teto^alet «CpadHii 
lés eiirételtÀ de cetdioitei «me àmm m teAv|l* 
perall^ an pkn 'MN. 

Si on a dans on plan MN dcnz droites puaUèles et io^ 
gales AB , CD , que par ^ extrémiiés A ecB, CecD 
on mène\hors da.plan quatre pârallèlea.AA',BB'>GCy 
Diy, et qu^on prenne AA^ = BB^ je dis que toot pha 
mené par A' et fi' coupera les parallèles €(jj>fy ^ 
même bauteur au-dessus du plan SCN j en secoadliei^ 
si on. prend. AA'^Bfi', CC' = DD'^ ks i|iiatR.pQiBii 
A', B', C Jy seront dans un même {dan 

Lorsqu'une dsoite est parallèle è nn plan Wif*^^ 
nn point quelconque, de la droite , on mène sa plaa 
parallèle à MN , la droite sera tonte entièie àe» k 
plan parallMe: 

Lorsqu^okie droite est parallèle à an plan MN f»f^^ 
point de- ce plan on mène une parallèle à la droite 1 eOi 
sera toute- entière dans le plan MN. 

Lorsqu'oBs :droite n'est pas {terp^ndiddAiie è nû ph* 
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MN, on ne peut mener par <îé(te droite qu'an seul plan 
perpendiculaire à MN. 

Lorsque par le milieu d'une drorhe on mène un plan per^ 
'péàdicularrë à cettedrphe,'lés*distancés de diaque^oint 
àa plan 'àt^'ektrëihîtës'dè la droite , soift égales , et les 
points de ce plan sont ieb seuls qui jouissent de cette 
prdpriëtë : si les di)staiic^d'e ifdispcfints non en ligne 
droite ankéxtnhiaiitës d'diledtoitei sont e'gales deux à 
* ' deux , le plkn conduit par' ces trois points sera pcrpéfi« 
diculaire h la droite et ]^afssera par son milieti. 

Nota, Pdbsérversii que l'otdre dans lequel nous avofts 
pr^éhtë ces *énotic& , tSisi pas nëccssaklitiient celui 
dans lequel on doit fes'£féinoiïtter. 

Introduction à là Géométrie descriptive. 

Fîg. 187 , 16S fid§y 'Notions préliminaires. Elémens dé position d^utipèint 
100 , 191 , 193. dans uU'phm y dan» Tespaoe'^ ëlémens de position d'une 

droite dans l'espace ^déduire graphiquement lie deux 
de ses ptofécttons , la lot^oeur d^une droite de l'espace; 
fbimtite qtd exprime cette longueur au moyen dés coor- 
domie'es âc9 pointéiextvémes; ce que derient cette formule 
loirsqb'anetfes extrémités * est l'origine des coordonnces. 
Tliéôr. XXXXII* Le quarré de'l'aîte- d'un triangle est «égal à la somme dès 
Fig* 193. ' quarré^ 'des aires des trois proj.ectioas de sa surface 

sur léf^j^lans cobidotmës. 
Théor. XXXXIII. Xi^'àire de la projection d'un triangle est e'gale à celle du 
Fig. 1^, i^. triangle, ^nultipliée*par'jle côsiuus de l'angle fait par le 

triangle et' ëa projecdou. 
Théor. XXXXIV. Si on projette.nnesnff^ce plane quelconque sur un autre 
Fig. 194. 2^. plan par despérpendicnlairés abaissées des sommets sur 

le plan de projection , la projection de cette surface sera 

égale à son ail% multipliée par le côsiniis de l'angle entre 

les deux plans. 

Remarques, •' 

Théor. XXXXV. j$i on projette nfie surfoce plane quelconque sur trois 

Pig. 195.* plans rectangulaires , la somme- dès quarrés des aires de 

ces projections est égide au qaàrré de l'aire de la figure 
proposée. 
Problème LXXI. Déterminer les points dans lévqoels tiue droite de l'eispace, 
Fig. 196. prolongée indéfiniment, perccies plans horizontal et 

vertical de fHrejèction. 
Problème LXXIL Etant données les projections d'im point de l'espace sur 
Fig* 197* deux des trois plans rectangulaires , en déduire les 
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|»ro)«ctions da même point snr denz noiiTeaiiz plans 
recungalaires domi^ de potition par rapport aux pro* 

mien* 
Problème LXXin* Trouver la position et la frandenr da cercle intenec- 
i Fig. ig8. tion d'une gfbèit donnée par un plan donné de po- 

sition. 
Problème LXXIV* Trouver le centre et le rayon d'une sphère assojétie à 

Fig* 199- passer par quatre points donnés. 

Problème LXXV. Trouver Tintersection de denz sphères dont les centres et 

Fig. 900. les rajous sont donnés. 

Problème LXXVI. Trouver les points d'intersection de trois spliètcs dont SB 
•Fig. a^i. . connaît la position des centres et les rajons. 

Fig. 202, ao3. Notions sur les surfaces gauches. 

Sur la Pyramide triangidaire. 

Théor. XXXXVI. Trouver le volume d'une pyramide triangtlâiie, en adop- 
tant la dédomposition de M. Legendre, 
Problème LXXV n. Trouver le volume d'un tronc de pyramide , le plan iKtiit 

. étant parallèle è la base. 
Théor. XXXXVII. La solidité de toute pyramide triangnlaire est le tien de 
fig. ao4 , ao5 , ao6. celle du parallélépipède circonscrit. 

• Remarques, Enoncés de deux antres propriétés. 
Théor. XXXXVin.Si dans on tronc de pyramide triangnlaire ABCA'B'C^ 
Fig. 307* , on prolonge les côtés BA et B'A' josqn^à leur rencontre 
en L , les côtés GA tt C'A' jusqu'à leur rencontre ea . 
M , les côtés CB et C'B' jusqu'à^leur rencontre en N; 
qu'ensuite on mène les diagonales AB', BA' qui se 
coupent en l , les diagonales CA',^G'A qui se coupent 
en m , et enfin les diagonales BC, B'G qui se coupent 
en n , les six points L,MfJi,l,m,n sont dans on 
même plan. 
Frobl. LXXVIIL Etant données les faces d'une pyramide triangulaire , 
Fig. aoS. trouver sur sa base le pié de la perpendiculaire abaissée 

du sommet , et cette perpendiculaire en longueur vraie , 
en ne faisant usage que du compas. 
Théor. XXXXIX. Les volumes de deux pyramides qui ont un angle trièdre 
Fig. 209. égal 9 sont entre eux dans le rapport des produits des 

arêtes contigué's à cet angle. 
Théorème L. Si sur chacune des arêtes qui partent duspmmet A d'one 

Fig. aïo. • pyramide triangulaire, on prend à volonté des poinis 

m, n,p pour former le triangle mnp sur la surfaice 
• de la pyramide ; et qu'ayaQt «apposé les diagonales Bu 

/ 
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: tet Cm , Cp et D« , Dm et l^p , on mène encore par 
le sotnmec A et les points d^iniersection D'^ BV G' de 
B/i et Cm , Cp et D« , Î3m et Bp , les transversales 
A«, Aa', Aa'-j démontrer, i® que les . transversales 
Da y Ba', Qa" se couperont toutes eh un même point 
A' de la base BDC j 2® que les quatre transversales 
A A^ BB\ CC, DD ' se .eouperont an«si en un même 
point K de l'espace. . , 

ne LXXIX* Etant données deux faces et une inclinaison non com- 

ig. 311. prise > construire la pyramide., 

ne LXXX. Etant données deux inclinaisons et la face adjacente , 

313, «aiS^ troilver la troisième arête de la pyramide, c^est-à-dire ^ 

les deux autres faces. ' .. 

ae LXXXI» Connaissant dans une pyramide deux faces et ri&clinaî~ 

ig. 3t4' son comprise , déterminer la troisième face. 

ueLXXXIL Etant données les trois faces d'une pyramide , trouver 

ig. ai 5. les trois inclinaisons. 

LXXXIII. Etant donne'es toutes les arêtes d'nne pyramide , la 

ig. SOI, construire. • 

me LI. Si par le sommet d^un angle tiièdre, on mène des droites 

ii6w perpendiculaires à chacune de ses faces , les plans qîii 

contiematent ces iignes deux à deust, formeiiDnt un noit*^ 
vel angle trièdre dans lequel les angles entte les arêMS 
seront e'gaot aux inclinaiions des faces du premier , 
. et les angles entre les arêtes de celui-ci seront tgaux aux 
inclinaisons des faces du nouv^ angle trièdre. 
Remurque» 

ne LU. Chacun des six atiglès d^une pyramide , savoir, les trois 
angles entre lés arêtes , et les. trois, angles entre les 
faces, a pojilr supplément Piin des angles de la py- 
raaiide formée par trois plans per[)endiculaires à ses 
arêtes. L'une de ces pyramides .est dite supplémentaire 
de l'autre. • 

î€orallaire. '. . 

.XXXiy* , Inscrire. une sphère dons une pyramide triangolairedont 
les quatre sominets sont donne's. 

Dés Polyèdres. 

A'e Lnik I/e ^uMT^de'la diagQ>nale de tout parallélépipède rec^ 
at7; - ' tahgle', est égal à' la somme dél quàrréa ^es trois 
arêtes -conriguè's à"nn même angle solide trièdre. 
Corollaires l et tl. ' î 

rrLXXXV.CÔnnaissàol lés côtés d'an parallslepipUe^rsctangls^' 
5.ai8. • . ' -' - c 
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oa fuimcn nn Kcood pol^èjte A-S'CDÏTilS', «■ 
•emUalilean pieniin-. 
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ê DE peut tôt bien 
dcmonkiralion.) 

Corollaire, I et U. 

J^t surfacci loialn. àa ttiae ^^ilatcrol «( danW" 

àrcomcriu à ane sphère, sont en propodiin mU'' 

■vef la surface de celle ipfaère. 

tes lurfacci lolalct dn cône equilaiéral cl du rili"^ 

eqnilatpre inscrii» 1 uae sphère , sont en pnvoli' 

continue avec la aâr&ce de la aphère ôttaveM. 

Théortei tàUI. Les vo1iiib« du cane equibleral et du cvlinil» écest 

Fig. vfi. crits ï une Ephëie , (ont en propoition rcuiliiioc a" 

le vnlumc do la iphère. 

Ifb^time LXin. U cÛne , la ephire elle cylindre de même b>*UDi. " 

Fij. a»;. leun ïoIuium cntEtne i : a : 3 , le cfipe et \t cil"''' 

ayant d'niUi-un pi;iu- Laae un graail cerclt dtljipi^'^ 
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Du contact des Sphères, 

>bl. LXXXVII. Mener un plan tapgent à trois sphères données. 
Fig. aaS. 

>b. LXXXVIII* Tronver dg combien de manières on peut placer un# 

sphère d'un rayon donn<^^ pour qu^eUç touche troi» 
autres sphères dont les qentrps et leik rayons sont donnes. 

>bl. LXXXDC. Une sphère variable de. rayon se meut en touchant cons> 

tamment trois sphères i^t% dont les centres eties nkyoni^ 
sont donnes : on deqaaqde (a courbe fbrmée sur chacune 
des sphères fixes par la sqite denses pomts de coptact 
avec la sphère mobile. 

)bl. LlpOTX. ïrouver la courbe ^rcoKruè par le centre d'une sphère 

mobile assujetie ii toucher constamment trois sphère* 
fixes. . ' 

Remarque et énoncés de quelques^ guestion$. 

Trigonométrie rectiligne. 

JVotions préliminaires. Démonstration analytique des for-' 
mules fondamentales qni expriment les sinus et cosinu» 
de la somme m de ia difiRérence de deux arcs , et de 
cette propric'të que , dans tout triangle , les sinus des 
angles sont entre eux comme les côtes oppose's à ces 
angKs. Il existe une infinité de systèmes de trois nom- 
bres dont la somme est ëgale nu prodait. Si on ne con- 
naît que les trois angles d^nn triangle , on ne peut 
déterminer que les rapports entre les cèiés. Démons* 
' trations de ces formules 

sin m 4- sin ^m -f* sin 5m -f- etc. = o , 
cos m •+• cos 3m -f- cos 5m -f- etc. = o , 
sin (/-t-jÇ ) + sin (/-f^) H- sin (/+% ) + etc. aa o ^ 
cos {f+g ) + ces if-^^g) + cos ( f"{-3g ) -♦- etc. = o. 

obi. L^XXXXI. Si dans une circonférence ABCD , etc. , dont le rayon est 
Fig. 339. R j on inscrit un polygone régulier dHm nombre n de 

côtes; si on décrit une autre circonférence concentrique 
d'un rayon r < R', et qu'on prenne sur cette circonfé- 
rence un point K à volonté, la somme des quarrés des 
distances de ce potot à chacun des angles du polygone 
régulier^ sera n (R*,-+- r») , c'est à-dire , constante ^ 
quelle que soit la position du point R. 
Fig. a3o. Autre manière de parvenir aux formules fondamentales 

de la trigonométrie. 
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Probi i.xxxxn. 

Fig. a3i. 



Prob. LXXXXIII. 
Fig. a3x 



Prob. LXXXXIV. 
Fig. a33. 



TABLE 

Tracer une (ipiire qni rcpr<f8ente Ici principaux rapporti 
cxistaiM entre les «inus et cosinus de deux angles pro- 
poses ', les sinus et cosinus tant de leur somme que de 
leur diffc'rencc. 

Connaissant trois des cinq parties d'an triangle, cons- 
truire géométriquement ce ciiangle. 

On 'propose la solution de quelques questions qui con- 
*" sbtcnt à construire un triangle , connaissant trois rela- 
tions exprimées d'une manière quelconque entre les 
angles et les cdtés. 

Démontrer géométriquement là formule 

S étant la surface d'un triangle quelconque ya^byC , 
, , ses côtés , et ;» la demi-somme de ces côt<^. 
Théorème LXTV. Parmi tous les triangles de même base et de même 

périmètre , celui qui renferme la plus grande surface 
est le triangle dans lequel les côtés variables sont égaux. 

Construction d^s Tables des Sinus , tantrentes 
et des Logarithmes de ces Lignes. 

Expressions des sinus des arca de trois en trois degrés , 
calculées sur un rayon égal k Tuniié , et rapportées à h 
. , division sexagésimale du cercle. Exprtfssions analogoes 
' de quelques tangentes ^ dans les mêmes hypothèses. 
Formules pour calculer de dix en dix secondes les sinus 
de o à 100° ou grades. Exposition des méthodes em- 
ployées au Bureau du Cadastre pour la formation des 
grandes tables trigonométriques. 

Sûr la Trigonométrie sphérique. 

Les sinus des angles sont proportionnels aux côtés oppo- 
ses à ces angles. 

a ,b , c étant toujours les côtés d'un triangle sphérique, 
A l'angle opposé au côté a , on a Tanalogie 

cos a = cos ^ cos c -f- sin & sin c cos A. 

Corollaires I et II, qui font connaître les principanx 
rapports qui existent entre les côtés et les angles d'un 
triangle sphérique, rapports qu'on déduit encore de la 
considération du triangle rectiiigne. 



Théorème LXV. 

Fig. 234 , a35. 
Théorème LXVI. 

Fig. 235, a36. 
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m 

De la Polygoiiométrie etdelaPolyédromëtrie, 

Thëorime LXVil, Dans tout polygone plan, chaqae côté est égala la somme 
Fig. 287 . de tous les autre* multiplies chacun par le cosinus de 

-. Tangle qu'il fait avec ce côté. 
Théorème LXVIII. Dans tout polygone , la somme des côtés multiplie» 
Fig. a38. chacun par le cosinus de Pangle que forme sa direc- 

tion prise dans le sens du périmètre , avec une droite 
quelconque tracée h volonté dans le plan de ce poly- 
gone, est égale à zéro. 
Théorème LXIX. Dans tout polygone, le quarré d'un côté quelconque est 
Fig. a3g. égal à la somme des quarrcs dé tous les antres côtés 

multipliés deux à deux , et par le cosinus de Tangle 
qu'ils comprennent. 
Théorème LXX. Le double de l'aire d'une figure rcctilignc quelconque , 
Fig. 287 , aSg. est égal h la somme des produits de ses côtés, excepté 

un, multipliés deux à deux^ et par le sinus de l'anglo 
qu'ils comprennent. 
Remarque. 
Probl. LXXXXV. Connaissant dans le quadrilatère ABCD les côtés h ,c,d 
Fig. 337. et les angles A et D , on demande les autres parties 

du polygone. 
Prob. LXXXXVI. Résoudre le pentagone ABCDE. 

Fig. 339. ■ 
Prob. LXXXXVII. Evaluer la surface d'un polygoAe , connaissant Tnn de 
Fig. a4o. ses côtés et les angles aux deux extrémités de ce côte 

entre ce même côté et les autres somme's du polygone. 
Théorème LXXI. L'aire de l'une des faces d'un polyèdre quelconque , est 

égale h la somme des aires de toutes les antres faces 
multipliées chacune par le cosinus de l'angle qu'elle. 
forme a\ ce le plan de projection. 
Théorème LXXII* Si l'on nomme base d'un polyèdre l'une quelconane de set. 

faces, le produit d'une face par le sinus de son imlinaison 
sur la base , est égal à la somme'des produits de chacune 
des autres faces par le sinus de son inclinaison sur la 
base , et par le cosinus de l'angle formé par les com- 
munes sections du plan de la hase avec la première 
face et avec celle des faces restantes, qui est prise comme 
facteur. 
Théorème LXXIII. Dans tout polyèdre, le quarré de la moitié de la surface, 

est égal à la somme des produits de toutes les faces mul- 
tipliôïs deux h deux, et par le quarré du cosinus de leur 
demi-inclinaison. 
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Th«or. OXYU* Dans un triangle isoscèle BAC , si da sommet B de l'angk 

^g, a4d* intercepte entre les côtés e'gaux comme centre, avec un 

. ray»n BË plus petit que l'un des côtés égaux, et plus 

grand que la perpendiculaire BO 9 Ton décrit un arc âm 

cercle ENlR, qui coupera nécessairement CA en deux 

points N et I , je dis qu'on aura AI = CN. 

Tbéor, LXXVin. Soient les deux triangles isoscèles semblables ABC, GAE, 
Fîg. 2$o. qui sont ceux de la figure 148 , si du sommet B comme 

centre , avec BA comme rayon , on décrit la dcmi-<:ir- 
conférence ACOR| et que l'on prolonge le côté AE 
jusqu^à la rencontre en O de cette demi«circonférencc , 
l'arc AGO sera triple de AG. 

Théorème LXXIX. Si du point A comme centre, avec AB=^BC comme rayon, 

Fig. aSo , i5i , a5a. on décrit la demi-circonférence BIDM , et si Ton pro- 
longe BG jusqu'en P, on aura PE = BG. 
, Théorème LXXX. Si du point A comme centre, avec le rayon AB =:BG , 
Fîg. aSi , a5a. on décrit la circonférence BIDMB qui coupe aux 

points P et B , la base GE du triangle isoscèle GAE , on 
a PE == BG. 

Fig.a53, i54»a55. Génération tt description par un mouvement continu , 

de la courbe trisectrice et d'une autre courbe simultanée. 
La trisectrice donne la solution graphique de ces deux 
énoncés : lo. Etant donnée la corde d'un arc, trouver 
celle de l'arc triple, a**. Connaissant là corde d'un arc ^ 
trouver ceHe de iki. tiers. Traduction algelsrique de cette 
dernière question. 

Du problème des tangentes aux courbes du 
premier ordre ou aux lignes du second 
degré. . 

Fig.a56. Trouver l'équation de la tairgente en un point donné 

d'une courbe du premier ordre , représentée par l'équa- 
tion la plus générale du secood degré entre deux va- 
riables. " 
Corollaire. 

NOTES. 

Fig. ^57. Antre solution de cette question : Etanc données les surfaces d'un 
polygone régulier inscrit et d'un polygone semblable circonscrit , 
trouver les surfaces def, polygones inscrit et circonscrit d'un nom- 
l)re double de côtés. 
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ï'ig. a58. Antre démonstration de cette proposition : Le quarre de THypot^ 
nusc est égal •'• lu somme des c^uarrcs construits sur les deux autres 
côtes de l^anglc droit* 
Fi;^. ^tk). Soit un triangle quelconque ABC ; que snr les cAtés AG et AB , on 
confitruifce deux parallcflogrammes quelconques CE , BF^ qu^on en 
prolonge les eûtes DE^ RF jùsqu^à leur rencontre en H j que par 
U et par A on mène la ligne HA prolongée jasqii'à la ren- 
contre de BC en L ; qu^on prolonge AL de LM = HA , puis 
qu^on construise le paralldogramnic BN dont le cAté CN soit 
cgal pt parallèle à LM ^ je dis que Taire de ce parallélogramme 
ckt égale h la somme des aires des parallclogrammca BF et CE- 
Fig. s(Jo. Soit ASA' un triangle auquel est inscrit un cercle dont le centre 
est « , et qui en touche Içs côtt's SA , SA', SA" en t , t\ t"i au 
même triangle soit ex-inscrit un autre cercle dont le centre est Z 
et qui touche en T , T^ les cAti's SA , SA' prolonges , et en 
T" le côte A A' : il s^agit de démontrer les propriétés suivantes: 
I*. SX est le demi-contour du triangle ^ et AT, St , At sont 
respectivement. les excès du demi-contour snr les côtes SA, 
AA', SA'. 
90. Le rectangle des excès du den^-contour^ sur les denz côtés d'un 
angle, est égal au rectangle du rayon du cercle inscrit li ce 
triangle , et du rayon de celui des cercles ex-inscrits à ce triangle» 
qui est situé dans le même angle. 
3°. Le rectangle des deux côtés d^m angle , est égal an rectangle 
des distances de son soipuet au centre du cercle inscrit et au 
centre de celui des cercles ex-inscrits , qui est situé dans le même 
anp^le. 
4*- Le rectangle de deux côtés d\m angle, est au rectangle du demi- 
contour par rexccs du demi-contour sur le côté opposé à cet 
angle , comme le quarré du rayon est au quurré du cosinus de U 
. moitié de cet angle. . . 

50. Le rectangle des deux côtés d^un angle, est au rectangle des excès 
du demi- contour sur les côtés de cet angle, comme le quarré du 
rayon' est au quarré du sinus de la moitié de cet angle. 
6«. Le rectangle du demi-contour par Texcès du demi-contour snr 
le côté opposé ù un angle , est au rectangle des excès du demi- 
contour sur les côtés de cet angle , comme le quarré dn rayon est 
an quarré de la tangente de la moitié de cet angle. 
7^, Le rectangle des deux côtés d'un angle , est au double de 
la racine quarrée du produit du demi-contour et des excès de ce 
demi-contour -sur les côtés de Tanglc , comme le rayon est aa 
sinus de cet angle. 
8®. La surface d'un triangle €st la racine du produit du demi- 
coniour par les excès du demi-contour sur chacun des côtes. 
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9^. Lé rayoti est à la tangente de la moitié d^nit atlgle, comme le 
rectangle du demi-contour par l'excès dn demi-contour sur le côté 
opposé , est à la surface du triangle. 

«IL Lj -lOA*/.!. *ST X S« X tang i S 
ïoo. La hauteur h du triangle SAA' est « = ^-^7 S-i— •; 

Obseirrations. 

Fig. a6i. Autre solution de cette question : Etant donnée la dîfiîfrence AB 
entre la diagonale et le côté d'un quarré , construire ce quarré. 

ï'ig. 263» Si du centre de figure et de tous les sommets des angles d'un poly» 
gone régulier, on abaisse des perpendiculaires sur une droite qu«l> 
conque, la perpendiculaire abaissée du centre, prise autabtde 
fois qu'il y a de sommets , est égale à la somme des perpendicH- 
laires abaissées de ces sommets. Du centre des moyennes dis- 
tances. 

Fig. a63. Tout polygone régulier d'un nombre impair de côtés » n'a. pas d« 
centre de figure. La propriété précédente a encore lieu dans le« 
polygones réguliers d'un nombre impair de côtés. 

Fig. 264. Autre solution de cette question : Mener un cercle tangent à un 
cerclé donùé et à une droite- donnée en uû point donné. 

Fig. a65. Autre solmion de cette question : Mener tine tan^nte commune 
à deux teirclés donnés. 
Trouver parmi les pyramides triangulaires qui ont même volume et 
même angle solide trièdre au sommet , celle dont la base est uik 
ïninimum. La solution complète de'cettti qttestion ne -peut éiXÊk 
fournie que par le calcul différentiel. 

Fig. a66> Datis un parallélépipède quelconque , si de& eâttrémités A^ A', A* 
des trois arêtes contignès à un même togle solide, on mené sur 
la diagonale Sj de ce solide des perpendiculaires Ap , A'p\A"9*\ 
- la somme Sp •+• Sp'-t-.Sp".:^ Ss. . 

Lu diagonale d'au parallélépipède quelconque peut être expriméa 
ftU moyen des trois arétefi de ee parallélépipède , contiguè's à l'un« 
des extrémités de cette diagonale, et des smgles que ces arêtes - 
font avec la même diagonale. 
Dans tout parallélépipède , le *quarré d^une diagonale eu égal à 
l'excès de la somme des quarkéë des trois diagotibles des fôcès qfui 
paitent de l'une de ses extrémités, sur la somme des quarréé det 
arêtes qui aboutissent à la même extrémités 
Dans tout parallélépipède , le quarré d'une diagonale est égal à 
l'excès de la sonmie des quarrés des trois arêtes qui partent 
d'une de ses extrémités , sur le double de la somme de leurs 
produits I deux à deux , par le cosinus de leurs inclinaisons entre 
tllci. 

FIN DE LA TABLE. 
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FAUTES A ^CORRIGER. 



I^ota, U ett etientiel de corriger d'aranct les indicadont des Kgniei. 



t>ag« 



i8 

75 
lia 
ii3 
ii5 

160 
261 

167 

ilBi 
i«7 

190 

J93 
ao3 
ai3 

dQ7 



Lignes. 



I a en remontant 
5 

4 
10 

avant-dernière 
indicat. de fig. 

dernière 
10 en remontant 

II 
8 en remontant 



Fautes. 



au segment AB . r 

si la surface 

et lui est circonscrit 

les bases seront ^aies et 

parallèles 

les conséquences par a. . . . 



Corrections. 



au segment AD. 

si les surîaces. 

et lui être circonscrit. 

les bases seront parallèles, 
les conséqnens nar a. 
Fig. ii5. I*. 
Fig. II 5. a». 

/i:m::RM:K'M:: 

et par A' Tare BG^. 



3i3 

9io 



i3 

irs et a* indica- 
tions de fig. 
II 

4 en remontant 
dernière 

7 



î 

10 en remontant 
3 en remontant, 
dernière 
3a I 15 en rtmonuot 



/i: m:: RM: RM':: ... 

et par A' l'arc Cb 

des, côtés A , B , G Ides côtes da triangle ABC. 

deux demi - cercles ABC Jdenz demi-oerdes concen- 
DEF triques ABC , DEF. 

Fîg. 171. I». Fig. 171. a«. 
au point de tangence des 
cercles. 

N'TVMM". 



ire et a* indica- 
tions de fig. 
8 en remontantjau point de tangence M des 

cercles. 

N"MMN" 



(Thëor. XXXXVm et 
XXXXIV) 

Y'AOC 

= I P 

a face illimitée prolongée... 

— 3 — a ^ 
= AB — Bl— 

C'C étaient 



t. 



1 



a 



quelconque ABC «. 

la corde AC 

deBC(fig. i5i} 



Fig. 194, 10. Fig. loj. a». 
Théorèmea X£JDLliI et 
XXXXIV). 
Y'A'Z*. 
= iP. 
a face illimitée, prolonge. 

= AB-Bi^^. 
B'C' éuient. 



quelconqne ABQ-* ^ 
(a corde AC. 
d9BC(%.25;i}. 



ji»- 



